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第 五 章 WAA, KEM RRD 
定理 及 其 应 用 


$1. 应 用 方面 的 例子 


设 a, b, c, d 都 是正 整数 . -Sad um 1, at= a, a= a X 
a, の — a X gXg。 当 ぁみ 是 一 一 个 大 于 1 的 正 整 数 时 ， 我 们 用 a” 
来 表 示 由 ヶ 个 相同 的 a 相 乘 所 得 的 积 。 我 们 还 用 at 来 表示 
由 如 个 相同 的 a 相 乘 所 得 的 积 . 由 于 3 一 3X3X3X3 一 
81, 所 以 有 | 
| 27 = 29 > 102 > 104 > (PY, 
Hi 45 = 1024, 所 以 有 | 

(39 == 315 3 10% > (81)5 = (35), 

因而 | mE 

| 27 > 10? x (255, 3" > 107* x (355, 
由 于 5 = 15625, 6 = 279936, 所 以 有 

4* = 4585 — 1099. ES 一 5279936 ~ ] 0155665. 


(4556 = (10249 < 10”, (59 = (15625)! < 10%。 


| 4* 1099 x (45. 59 z 101595 x (58. 
我 们 用 a” 来 表示 由 b” 个 相同 的 々 相乗 所 得 的 税 。 所 以 有 
0 
(335 = 3102426 一 26144 =< 1029. 
I (4 一 4195257 一 4109975. 10655851, 


我 们 又 有 | 
(123455 十 505? < (102954 = 10999 < 1097 < 45, 


设 4 是 一 个 小 于 7 的 非負 整数 。 在 本 章 中 将 证 明 , 如果 


今天 是 星期 天 ,从 今天 起 再 经 过 2 天 后 是 星期 4。 那 么 从 仿 
”天 起 再 经 过 o” 天 后 ,也 是 星期 4。 其 中 ”是 任意 正 整数 , 而 
”星期 0 定义 为 星期 天 。 如 果 今 天 是 星期 天 , 那么 使 用 本 章 中 


JL. 
例 1 如 果 今 天 是 星期 一 ，* 是 一 个 正 整数 , 那么 从 今天 

起 再 过 773" 天 后 ,应 该 是 星期 四 .。 | 

在 本 章 $5 中 将 对 例 MAER. 念 々 是 一 不正 整数 。 


使 用 本 章 中 所 讨论 的 方法 可 以 计算 中 CEDE 被 み 除 的 余 


数 。 


例 2 求证 (123705 + 34ystm 被 111 ROANET 70, | 


其 中 < 是 任意 非 负 整数 . 


所 讨论 的 方法 ， 容 易 计 算出 从 今天 起 再 经 过 oj 天 后 是 星期 | 


在 本 章 § 5 中 将 给 出 例 2 的 证 明 ， .我们 将 在 第 六 章 说 明 | 


欧 拉 定 理 、 费 尔 马 定理 在 研究 循环 小 数 时 的 作用 ， 


完全 剰余 系 
Bb o, 5 是 任意 二 个 整数 ,mm 是 一 个 正 整数 ， 如 果 存 在 一 


“个 整数 g, 使 得 4 一 5 二 mg 成立, 我们 就 说 4,5 RB AS 


记 作 4 = Kmod m). 


引 理 1 如果 a。5。 。 是 任意 三 个 整数 ,是 一 个 正 整 数 ， — 


HM = 2(mod m), b = c(mod m) 成 立时 ,有 
a = c(mod m), | 
H e — b = mqi b— c = man 其 中 qo 91 是 二 个 
"a 得 到 a — b + b — c= mq. + ma. WA a— = 
 m(q + 42), 其 中 q, + q, 是 一 个 整数 ， | 


DLL e rre c sa 


w MÀ A MÀ TAM M SM Rl a l e r a a ma 


引 理 2 如果 a, b,c 是 任意 三 个 整数 , m 是 一 个 正 整 数 

H Cm, o) = = 1, 则 当 ac = be(mod m) 时 ,有 
a = b(mod m), 

WE 由 于 cla — B) = ac — be = mq, 其 中 ヶ 是 一 介 整 
数 ; (m, c) = 1, 我 们 有 4 — b = mq, Era 是 一 个 整数 . 

引 理 3 如 果 a, b 是 任意 二 个 整数 ,而 my n 是 二 个 正 整 
数 , 则 当 a = mod m) 时 ,有 

a” = b" (mod m), 

证 [fH a — b= mq, 其 中 4g 是 一 个 整数 ,我 们 有 . 

a = (b + mq)" = b!" + d mg» = の + mq, 
其 中 9 是 一 个 整数 . MUR a" — b" = mq, 即 

a” = b"(mod m), 

我 们 把 0, LU ERE 2 的 不 为 负 最 小 完全 剩余 系 . 我 们 把 
所 有 偶 整 数 ( 即 22 形状 的 所 有 整数 ,其 中 4 一 0, 土 1!, 十 2,……) 
刻 成 一 美 。 把 所 有 奇 整数 ( 即 22 十 1 形状 的 所 有 整数 ， 其 中 
n= 0, +1, +2, ') 划 成 一 类 ， 这 样 我 们 就 把 全 体 整 数 分 
成 为 2 类 , 即 偶 整 数 美和 奇 整数 美 . 从 偶 整 数 类 中 任意 取出 
一 个 整数 wa, 从 奇 整数 类 中 任意 取出 一 个 整数 au. 我 们 把 a， 
aW ERES 2 的 一 个 完全 剩余 系 . 例如 0, 3 是 模 2 的 一 个 完全 
剩余 系 ,而 1, 6 也 是 模 2 的 一 个 完全 剩余 系 。 如果 a 是 一 个 
奇 整数 而 a4 是 一 个 偶 整 数 ( 或 a; 是 一 个 偶 整 数 而 a, 是 一 个 奇 
ERO, 则 a4. a, 是 模 2 的 一 个 完全 剩余 系 。 所 以 说 模 2 的 完 
全 剩余 系 的 个 数 有 无 限 多 个 . | 
im E— TAKT 2 的 整数 ,我 们 把 0, 1。…・。w 一 1 叫 作 

. 模 m 的 不 为 负 最 小 的 完全 剩余 系 ， 我 们 把 能 被 ;整除 的 所 有 

ERACE mz 形状 的 所 有 整数 ， 其 中 一 0, +1, +2,: * * 2) 
成 一 类 ;把 被 mw 除 后 ,余数 是 1 AORTA ERC ma + 1 形状 的 
所 有 整数 ， 其 中 4 = 二 0, +1, 士 2…… …) 划 成 一 A s Jt m 
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BUB ACE m — 1 PU mn 十 m 一 1 形状 的 所 有 


整数 ,其 中 0, 1, …) 划 成 一 类 ;这 样 我 们 就 把 全 
休整 数 分 成 为 m 突 ， A - 一 类 当中 各 到 出 一 个 整数 , 则 
这 攻 个 整数 就 叫 作 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 
例 3 求证 一 10, 一 6, —1,2, 10, 12, 14 是 模 7 的 一 个 
完全 剰余 系 。 
证 由 于 | 
—10 = 4(mod 7),  — 6 = 1(mod 7), 一 1 = 6Cmod 7), 
2 = 2(mod 7), 10 = 3(mod 7), 12 = 5(mod7), 14 
0Cmod 7), | | 


M4, 1。 6。 2。 3,5, 0 租 0。 I, 2,3, 4, 5, 6 只 只 是 在 次 序 上 有 


不 同 , 故 一 10， —6, —1,2, 10, 12, 14 ZR IG 156588 
| 9i 4 求证 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, ZI 一 个 
完全 剩余 系 。 

证 由 于 | 

6 = 6(mod8), 9 = 1(mod 85, 12 2 4Cmod 85, 

15 = 7(mod 8), 18 = 2Cmod 8), 21 == 5(mod8), - 

24 = 0Cmod 8), 27 = 3Cmod 8), 


而 6, 1。 4。 2。 2。 5。 0。 3 810,1, 2,3, 4,5,6,7 REER 


序 上 有 不 同 。 M 6.9.12, 15, 18, 21, 24, 27 是 模 8 的 一 个 


- 完全 剰余 系 


引 理 4 役 み 是 一 條 大 王 1 的 整数 。g。 a'to a 是 模 
的 一 人 完全 剰余 系 。 如 在 4. micis a, 中 任 取出 二 个 整 
数 , 则 这 二 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 ， 

证 Br PR, RIEEHI IRI EEN 

0, l-e, m 一 1 
之 一 同 余 。 令 r, uh; = 1,2, m) 是 一 个 整数 ,满足 条 


件 | f 
a, = ri(mod m), 0 < r, < m — 1, (1) 
则 我 们 有 | | i 
a, 9 Zi(mod m), a; = 72(mod m),---, a, = r,, mod m). (2) 
EHO < +, <£ m — 1.0 < z; <€ m—L1, ` * *,0 < +, Sml. 
由 于 ao ge 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 所 以 ru 
7351. Tm 和 0, 1 ,mm 一 1 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 。 由 
于 在 0, 1,…, m — Í tH, 任 到 出 二 个 整数 ,这 二 个 整数 对 模 
g 是 不同 余 的 。 所 以 在 Fis 72，,… ,rm 中 任 取 出 二 个 整数 , 这 
二 條 整数 対 模 み 足 不同 余 的 。 逆 由 (2) 式 知道 。 在 ns みっ 
an 中 枉 取 出 二 个 整数 , 则 这 二 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 ， 

引 理 5 設 み 是 一 介 大 二 1 的 整数 。 而 464. 77.242 
7 个 整数 ,又 设 在 a.s wa … ar 中 任 取出 二 个 整数 时 ,这 二 个 
整数 对 模 m 是 不 间 余 的 , 则 a dati an 是 模 亚 的 一 个 完全 
TH A. | 
证 DL m 20 E S RU EE SI — T HEC ERI FL m AC 

0,1,:-:,m—1 
之 一 同 余 . Q r, GEH i= 1, 2。…・。 m 是 一 个 整数 ， 满 足 
条 件 | 
a; = ri(mod m), O0 x r, xi m — 1, 

则 我 们 有 
a, € r/(mod m), a; = r,(modm), : ` * , z, = r,,Gmod m). (3) 
E Os m—1, 0s r,:m—1,:::,0 < r, m—l. 
由 于 OD 式 和 假设 在 a1， stt. 中 任 取 出 二 个 整数 时 ,这 
一 个 整数 对 模 疾 不 同 余 , 所 以 当 我 们 在 rs。 ass rm 中 任 取 
出 二 个 整数 时 , 送 二 條 整数 対 模 不同 余 . 所 以 ns rattet 
n 0,1, m — 1 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 , BI a 
gs rs am 是 模 tr 的 一 个 完全 剩余 系 . | 


` 3 . 


引 理 6 役 み 是 一 條 大 王 1 的 整数 。 而 a... 2,25 
模 み 的 一 條 完全 剰余 系 。 MIN b di AS EXE, a 十 b, a> + 
(by Amn 十 5 也 是 模 m 的 一 个 完 EMER. 

证 设 在 at b, at buo. am 十 5 中 存在 二 个 整数 
ak + b, a, + b CHR 1 MAN 4 < ぁ )。 使 得 


a, + b= a, + Cmod m) | Q 
成 立 。 我 们 又 有 
. b == b(modm), (52 
由 C4) 式 减 去 G) 式 , 得 到 ` | 
ay = a; (mod m) EO 


出 引 理 4 和 aj, 439**'*， am jm 的 一 條 完全 剰余 系 , 知道 
(4) 式 是 不 可 能 成 立 的 。 所 以 在 2, +b, a, bras + Ó 


, 中 任 取出 二 个 整数 时 ,这 二 个 整数 对 模 w 不 同 余 , 而 由 引 理 5 


知道 a, + b, の + bs`tts amt 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 


引 理 7 设 w 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，2 是 一 个 整数 且 满 ` 
足 条件 (5, m) 一 1 。 如果 815 22» ` ` ` s 05 基 模 的 一 條 完全 E 


HRA M bars bait, bam 也 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ， 


证 IE bas bas, bam PREZAN ban ba C 


Td ーー 
ba, = bamodm) - | (7) 
成 立 , 则 由 (^, m) = 1 和 引 理 2 我 们 有 


a, = a,(mod m), | | (85 


COL TE PENNE TM 的 一 个 完全 剩余 系 ,知道 (7) 
式 是 不 可 能 成 立 的 。 所 以 在 bas 2g。。…・。 ba, 中 任 取出 二 个 


SEA iX —" C ECHOSEBEm A F8] $, 而 由 引 理 5 知道 bais- 


bazs'**a bam 是 模 m a RETE 
一 的 整数 但 满足 条 件 (5, K = 1, 如 果 ais W293° `, m AE m 


”的 一 个 完全 剩余 系 ， 则 a + c, ba; 十 … bas 十 < 也 是 
Bim i) —^ SE 4 EAR A. 

证 BHF asat o am eam M DE ZERRA MAI 
JE 7 81 (b, m) = 1 AË ba 023, ・。 ba, fb 34820 —A 
完全 剰余 系 . 由 于 bas bar'o bam 必 横 み 的 一 个 完全 剩余 
系 ， Mal 6 # < e 是 一 个 整数 知道 ba, と > ba, + c, ctt. 
ba, + c BER m f) — se CREAR Z8, | 

例 5 使 用 引 理 8 来 证 明 例 4 中 的 结果 . 

证 在 引 理 8 HR m-—8,5—3,0c-—6,2;—i—1 
CRilsi«89. 由 于 0,1,2,3,4, 5, 6,7 是 模 8 的 一 
人 完全 剰余 率 。 井 是 ba, + c = 6, ba, + c 9, ba, + c = 
12, ba, + c = 15, ba, + c = 18, bag + c = 21, ba; +c = 
24, bas + c = 27， 故 由 引 理 8 知道 6。 9。 12, 15, 18, 21, 
24, 27 是 模 8 的 一 个 完全 剩余 系 ， 

引 理 9 如 果 刀 是 一 个 大 于 工 的 整数 而 a b 是 任意 的 二 
个 整数 ,使 得 | 

a = b(mod m) 
成 立 , 则 有 (a, m) = (b, m). 

WE H a= (mod m) 1851] a = b + mt, 其 中 上 是 一 个 
整数 , 故 有 C て 6 と 。 m)la. X. BH Có, m)|m 得 到 (2。 m)| Ca, m). H 
b=a— mU Ca,m)|b. X El Cas m) |m 得 到 Ca, m | Cos m). 
BEI Co, m) Cam) (a, m5] Có, m) SI Ca m) = Cb, m). 


$3. EX fr A SR (m) 


定义 1 我 们 用 pCm) 来 表示 不 大 于 mm 而 和 mw ERKE 

整数 的 个 数 。 我 们 把 eC) 吗 做 欧 拉 (Euler) AX. | 
”因为 无 论 * 是 什么 整数 ,我 们 都 有 Cx, 1) = 1, 所 以 1 和 
任何 正 整 数 都 是 互 素 的 ,我 们 又 有 D = 1, 7 


引 理 10 设 : 是 一 个 正 整 数 , p 是 一 个 素数 , 则 我 们 有 
plr) = pip — 1), 

证 BF i, 2,……:,? 一 1 中 的 任何 一 个 整数 都 是 和 也 
互 素 的 , 故 有 p) = p— 1, 34 一 1 时 有 pit = p = 1, 
因而 当 /! 一 工时 本 引 理 成 立 . 现 设 ! > 1, 不 大 于 4 而 和 4 互 
—ORHJIESE GE 1,3, 共有 2 个 , HH w(4 う = 2。 不 大 于 8 而 
和 8 互 素 的 正 整数 是 1, 3, 5,7, 共有 4 个 , WA 98) = 4. 
不 大 于 9 而 和 9 互 素 的 正 整 数 是 1, 2, 4, 5, 7, 8 共有 6 个 ， 
KA pC9) 一 6， 而 满足 条 件 /> K P < 98 ph FUE 4,8, 
9 这 三 个 数 ,并 且 QD» =pl) =2=27 (2—1), 9095 一 
p(8) = 4 = 21(2 — 1), 9 G5 = 99) = 6 = 373 — 1), 
HOS 121mp«9NxSISEX. SEI 118 p 10. 
在 不 大 于 的 正 整数 中 て 共有 pA BU) 

P> 2 あ 3 め の … っ が ウー 
基 ち 的 倍数 , 面 共 余 的 不 天 守 〆 的 正 整数 都 是 和 p 互 索 的 .又 
不 大 于 P 的 正 整 数 共有 芯 个 ,而 其 中 是 ?的 倍数 的 正 整数 有 
zi 个 , 故 不 大 于 芯 而 和 立 互 素 的 正 整 数 的 个 数 是 芯 一 p^, 
B 
w( の ) テ ゲー カク "デア "ゆー1 う . | 

由 引 理 10 得 到 qg(2) = 1, 93) = 2, q(4) = 2, eG) 
= 4, Q7) 6, 9 (8) 54, pC) = 6, p1) 10, gC13) - 
(12, q(16) = 8, 917) = 16; pC19) = 18, 


54. 简化 剩余 系 


如 果 w 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 由 定义 1 知道 不 大 于 mm 而 
Kim 互 素 的 正 整 数 有 pCm) 个 ， 现 设 De … < ag) 
是 不 大 于 吉 而 入 互 素 的 全 体 正 整 数 ， 我 们 把 被 攻 除 后 余 
数 是 1 的 所 有 整数 ( 即 mo + ! 形状 的 所 有 整数 ,其 中 z 0, 


9.8 a 


il, £2, -DXJA—35. fuk» MUS. RIE ,的 所 有 整数 
( 即 mn + a, EREE, Hp n = 0, t1, +2," ・ う Xil 
成 一 类 ,… ,把 被 mw 除 后 ， 余 数 是 4pm) 的 所 有 整数 《 即 mn + 


gto) 形状 的 所 有 整数 ,其 中 4 一 0, £1, +£2,: 2 划 成 一 类 ， 


以 mw 为 模 , 则 任何 一 个 整数 一 定 和 下 列 m 个 整数 
| 0,1,-*-,m— 1 
之 一 同 余 . 由 引 理 9 知道， 如果 «Rec Em IAS. BH 


(a, m) 一 工 可 得 到 Có, m) = 1， 因 而 以 mw 为 模 ,任何 一 个 和 ” 


"EROEM 定 和 下 列 p() 个 整数 
l. as," "s llm) 


之 一 同 余 . 故 按照 前 面 分 类 的 方法 ， 我 们 就 把 全 体 和 m E 3 


的 整数 分 成 为 gCm) R. 从 每 一 类 当中 各 取出 一 个 整数 。 册 
这 g(m) 个 整数 就 叫做 以 mw 为 模 的 一 个 简化 剩余 系 . 


例 6 求 正 4。8。16。 28, 32, 44, 52, 56 是 模 15 的 一 . 


个 简化 剩余 系 . 


证 由 于 小 于 15 而 和 15 互 素 的 正 整 数 共 L8", m 
 1,2,4,7,8,11,13,14, — 
我 们 有 | | 
4 = 4(mod 15), — 8 = 8(mod 15), 16 = 1(mod 15), _ 
28 = 13Cmod 15), 32 = 2(mod 15), 44 = 14(mod 15), 
52 = 7(mod 15), 56 = 11Cmod 15), 
Hi T 4,8,1,13,2,14, 7, 11 811, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 只 是 


在 次 序 上 不 同 , 所 以 4。 8。 16; 28, 32, 44, 52, 56 是 模 15 的 
一 个 简化 剩余 系 . | 


51811 设 w* 是 一 个 大 于 1 的 整数 bis ちっ て っ bocm 是 | 
Bim HS—^- SEA RR. 如 在 bo boss byum 中 任 取出 二 
个 整数 , 別 近 二 條 整数 対 模 ぁ 是 不同 余 的 。 如 在 b, 。・・・。 
bim 中 任 取出 一 个 整数 , 则 这 个 整数 是 和 思 互 素 的 。 


WE 役 1 ニム ニー・ <a 是 不 大 于 mm 而 和 m 互 案 的 全 


件 | | 
b, = rj(mod m), 0 = rm — 1, 
则 我 们 有 | 
b, = r, (mod m), b= +2Cmod m), ** , bgtm ra (mod m). (9) 
Aper m—1,0«rm—1,- 0r Em —1. 
由 于 bi batts bym 基 模 的 一 條 筒 化 剰余 系 , BID n. 


725777» Tolm) 和 L, 2 の ーー gm) 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 . 


出 于 在 1, 2。。…・。 auo 中 。 任 取出 二 个 整数 时 ,这 二 . 个 整数 对 
模 m 是 不 同 余 的 ,所 以 在 7 ras" s re 中 任 取 出 二 个 整数 
时 ,这 二 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 . 故 由 (9) 式 知道 ,在 &。 
あこ っ bym 中 任 取出 二 个 整数 , 则 这 二 个 整数 对 模 m 是 不同 


余 的 ， 由 于 在 l,25,:**, V om) rH, 任 取出 一 个 整数 时 , 这 个 整 


数 和 因 是 互 素 的 ;所 以 在 fis 723 " "9 Pam) tH, 任 取出 一 个 整 


数 时 ,这 个 整数 和 m 是 互 素 的 ， 故 由 (9) 式 和 引 理 9 知道 ,在 


bis ちっ ・・。 bam 中 任 取出 一 个 闽 数 时 , 则 这 个 整数 是 和 加 互 
素 的 ， ， i ーー 
引 理 12 设 m 是 一 个 大 于 1 的 整数 ,b, bass bytm 是 
q(m) 不 和 mm 互 素 的 整数 。 又 没 在 4。 か 。…・。 bam 中 任 取出 
二 个 整数 时 , 这 二 个 整数 对 模 放 是 不 同 余 的 ， 则 b, btts 
bm 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 


证 lKa K'e < ag 是 不 大 于 wr 而 和 mw 互 案 的 全 こ 


O REREN. Qr (其 中 7 一 1。 2,… 0) 是 一 个 整数 ,满足 条 


件 


b; = rí((modm), Sr S m — l, 


MAS 
=r (mod m), b= 7 (mod m), e bom) = | m). qn 


. 10. 


KERM. 4 Tj ( 其 中 ¿= 1。2。・・・。 m) 是 一 个 整数 ,满足 条 ーー 


| 其 中 osxr«m-—1, Oscr,sm—1,-:-.,0srg)sm-—l. 


OBUTAE Abyss, bym E 。 任 取出 一 修整 数 時 基数 和み 


ZARN AE (10) 式 和 引 理 9 知道 , 在 ri. ras" * * s ros 中 
br yaa 则 这 个 整数 是 和 w 互 案 的 ， 由 于 在 b, 
`, bm) 中 任 取 出 二 个 整数 时 ,这 二 个 整数 对 模 m 是 不 同 

à din (10) 式 知道 , 在 n. ra fet) 中 任 取出 二 个 整 
数 时 , 则 这 二 个 整数 对 模 m ERRAI. 因 曽 z。7。。 ー・。 tuos 
和 1, 2。。・・・。 Gut 从 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 ， BN 5.5. 

buon 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

引 理 13 设 w 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， a perm 


E 足 休 件 Ca, m) = H, 如 果 bi, bist’ ' > Py) Etim 的 一 个 简 


化 剩余 系 , 则 
abi, abi, ** ab co) 
也 是 模 mw 的 一 个 简化 剩余 系 . | | 2 
”证 由 于 引 理 11 和 か 。 か 。…・*。 bym ER m RS — 4" (LAE 
RRR, 我 们 知道 在 bi. Dust. beim 中 任 取出 一 个 整数 时 ， 


则 这 个 整数 和 入 是 互 素 的 。 由 于 (5.00 二 1， 我们 知道 在 ー 


abı, 2 ちっ abym 中 任 取出 一 个 整数 时 , 则 这 个 整数 各 是 
HRN. 设 在 abı, abis’ *, ab im) 中 存在 二 个 整数 abr, abı : 
(Eh 1 < £ < 2 < p(m)), 使 得 


ab, = ab,(mod m) D | 
Ri. 由 (os m) = 1, CHO 式 和 引 理 2y RE 00 
b, = bmod m), ` (12) 


HBTSIBLURIA, by... bum EEE m H MEER RR AE 


在 bis bas" ta bym) 中 任 取出 二 个 整数 时 ， 这 二 个 整数 对 模 mm 
是 不 同 余 的 , 故 12) 式 不 成 立 ,从 而 (11) 式 不 成 立 .因而 在 


|^ abı, 6 の 。。・ t^s abym) 中 任 取出 二 个 整数 时 , 则 这 二 个 整数 对 模 


m 是 不同 余 的 。 由 引 理 12 及 在 abi, ab, `" "s abym 中 任 取 


出 一 个 整数 时 ， 这 个 整数 各 是 互 素 的 ， 得 到 abi abis sen, 
abym) TET m 的 一 个 简化 剩余 系 : 


$5. 欧 拉 定 理 、 费 尔 马 定理 及 其 应 用 


定理 1( 欧 拉 〉 设 w 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，4 是 一 个 整 


BERERE Ca, m) = 1, 则 我 们 有 
qm) um 1Cmod m) 
证 设 1 < a, < で am) EART mmm HRN 
全 体 正 整 数 . 令 r 是 一 个 整数 ,满足 条 件 
| in 0 < r, < m — 1, 
4 ri CHH í = 2,: 90m) 是 一 个 整数 ， 満足 条件 
ag; = r:(mod m), 0s r,«m-—1; 
则 我 们 有 
. a= ° ri(mod m). aa, = raCmod 2), ` * 4d) = roo) mod m). 
| o | (43) 
其 中 Oscr, < m — 1,0 « rj*X;m—1l,::,0rQí)sm— 1. 
由 于 1。 4。…・。 lom 是 模 mw 的 一 个 简化 剩余 系 ， 并 由 于 


(a, m) = 1 和 引 理 13, 我 们 知道 2, 221, aoim 是 模 m 的 - 


: 一 个 简化 剩余 系 ,所 以 Tis 723 ”3 Tolm) FU ly a... gm) 具 
| RERE LEANA, 故 得 - E 


| rifa’ * fem) = 5 * * Uim). : . (14) s 


BT 3) AM alaa). ‘Caagim) = a9 2; aveo, 我 们 有 
| | qm, * Gen) ES 7 チッ)(mod m), (155 
， 由 (14) 和 (15) 式 我 们 有 | | 
l qma. ttim) Ë az * 2¿( (mod m). - . a6) 


HF aes un * sot) 都 是 各 互 素 的 ,所 以 2 ・ ' Gau; RIP ELS, 
改 由 引 理 2 知道 可 以 把 zz A C16) 式 的 二 边 同 时 消 
去 ,所 以 我 们 有 


s. 12 ° 


am) 2x 1(mod m), - : 
定理 2《 费 尔 马 ) 如 果 ?” 是 一 个 素数 , pfa， 则 我 们 有 

a = 1(mod p), E 
证 由 引 理 10 我 们 有 e) = p— 1. 四 隆 ヵ 是 一 條 素 


X pla, 得 到 (p, a) == 1, 在 定理 1 中 取 m = p, 得 到 


a = 1(mod p), 
rH 341 = 11 x 31, 所 以 341 不 是 素数 . 由 1024 = 341X 
3 + 1, 得 到 1024  1(mod 341). 由 259 = (2 の 3 = (1024) 
和 引 理 3, 得 到 259 = 1(mod 341). 所 以 说 ,存在 一 个 正 整数 mm : 
和 一 个 整数 a, m1a, 这 里 w 不 是 素数 ,使 得 a”! == 1(mod m), 
即 定理 2 的 逆 定理 不成立 . 
， 例 7 授 z。2。<c 都 是正 整数 。 外 今 大 是 星期 入 ， 请 问 
经 过 天 后 是 星期 几 ?. | 
解 ” 设 4 一 7m 十 a, 其 中 m 和 a 都 是 非 负 整 数 且 a 过 
6. 当 a 一 0 时 , 有 7ja, 而 得 到 71a”。 故 经 过 4” AIME 
BE. - 
现在 我 们 假定 1=< a <6, H a= 7m + a, 得 到 ¿a = 
a, (mod 7). 由 引 理 3 我 们 有 
a" = ai (mod 7), - | | an 
由 于 a 是 一 个 不 大 于 6 的 正 整数 , 故 有 Go の 一 1. 由 于 7 
是 一 个 素数 , 故 由 定 如 2 我们 有 ーー | 
$ = 1(mod 7). | .C 18) 
现在 设 b = 6n + hs RB nu o DRAWN b < 
5. H ¿= 6n + b, 3TH 
- b = bilmod 6), | (19) 
o 34 b, = 0 时 , 由 (19) 式 得 到 olb, CE BADA 
和 引 理 3, 我 们 有 af = 1(mod 7), 由 C17) 式 和 引 理 1, 我 们 
H at = 1Gnod 7)， 即 经 过 2^ 天 后 ,应 该 是 星期 一 。 


<13 < 


X o Lf, EB (19) R4 ó = 1(nod 6), 由 引 理 3 有 


5 zz 1(mod 6), jÉ 5 — én + 1, Hh n EAER. 


H C18) 式 和 引 理 3, 我 们 有 af = 1Cmod 7), H b = 6n, + 
1 得 到 2” = zaCmod 7), 故 由 (12) 式 和 引 理 1, RITA a^. = 
a, (mod 7). 即 经 过 a 天 后 ,应 该 是 星期 di, 

Mb b = 2 if, h (19) SAU. b = 2Gmod6)。 由 引 理 3。 有 
b = 2Cmod 6)， 现 在 设 c — 2e. + 1, 其 中 e J&— T dE UE 
数 , 这 时 我 们 有 2 == 2Cmod 6), H が = 2*Cmod 6) 和 引 理 1， 


我 们 有 b = 2Cmod6)。 i& b = 6m + 2， 其 中 是 一 个 非 
SEXE. 由 se AMIE 3, 我 们 有 af = 1Cmod 7). 由 5 


b = 6n, + 2, 得 到 a” = ai(mod 7), #&HH (17) 式 和 3 引 理 l, 
我 们 有 ax = 4Cmod 7)、 我 们 又 有 
1 = 1Cmod 7), 2 = 4(mod75, 3 = 2(mod 7), 
4)z2(mod7), 5? = 4(mod7), 6'zs l(mod 7), 


.OMOR c 是 奇 正 整数 ，4a 一 1E a, = 6 EE a” == 1Cmod 7), 


M c 是 奇 正 整 数 ，w 2 或 a, = 5 时 ,有 a" == 4Cmod 7). 
Mic 是 奇 正 整数 ，wa 一 3 或 一 4 时 ,有 a" == 2Cmod 7). 


” 即 当 。 是 奇 正 整 数 而 a 一 1 或 a = 6 时 ,经 过 a” 天 后 ,应 
送 是 星 期 一 . 当 < 是 奇 正 整数 而 a = 2 或 ea 一 5 时 , 2:5 a 


天 后 ,应 该 是 星期 四 。 当 < 是 奇 正 整 数 面 a = 3 或 a, = 4 
时 ,经 过 a 天 后 ,应 该 是 星期 二 ， 当 < == 2c + 2, 其 中 性 
是 一 个 非 负 整数 时 ,我 们 有 2 三 4(mod6)。 由 の = 2'(mod6) 
和 引 理 1, RITA b^ = 4(mod 6). 设 b = 6n + 4, En 
是 一 个 非 负 整数 ,由 (18) 式 和 引 理 3, 我 们 有 af = 1Cmod7). 


H グー m + + 4 得 到 が = afCmod 7)。 歼 由 (17) 式 和 引 理 


1, 我 们 有 a” 三 2 人 Kmod 7), .我 们 又 有 
152: 1Cmod 7), 2*2 2(mod7), 3 == 4(mod 7), 
4t = 4(mod 7), 5* = 2(mod 7), 6'- 1 (inod 7). 


* 14” 


th 


政 当 c 是 偶 正 整数 , a, = 1 或 a, = G FEE a” m 1 mod D. 
Mb < 是 侦 正 整数 ，a = 2 或 a = 5 时 ,有 a = 2Cmod 7). 
当 < 是 偶 正 整数 、w — 3 或 a 4 时 .有 at = A(mod 7), 
DEFENDI. a = 1 MEE a RAN 


该 是 星期 一 。 当 < 是 偶 正 整数 而 a= 2 B5 时 ,经 过 


a** “天 后 ， 应 该 是 星期 二 . 当 < c 是 偶 正 整数 面 a, = 39 a, == 4 


| 时 ， 经 过 a 天 后 ,应 该 是 星期 四 . 


_ 当 み デ 3 肘 。 由 9) 式 有 ó = = 3Cmod 6), 由 引 理 3。 有 
が == 3'(mod6),. 由 于 < 是 一 个 正 整数 ， 我 们 有 3° = 3Gmod6), 
故 由 引 理 1 我 们 有 三 3(mod6), l o = 6m + 3, Hha, 
是 一 个 非 负 整数 。 由 (18) 式 和 引 理 3, 我 们 有 4 至 1(mod77， 


— Bi b 6m + 3, 得 到 af = ¿(mod 7). ikh (17) 式 和 引 
ES a" sqkmnod77)。 我 们 又 有 - 


d^zl(mod75), 252 1(mod7), 3? = 6(mod7), 
4' = 1(mod 7), -5°= 6(mod 7), 6 = 6(mod 7). | > 
即 当 一 1, 2,4 时 ,有 ah = mod の, 而 当 a 3,5,6 — 
时 ,有 a" = 6(mod 7), - a, = 1, 2,4 时 ,经 过 a 天后， 


”应 该 是 星期 一 ,而 当 a= 3,5, 6 时 ,经 过 a” 天 后 。 NAE 


期 六 . 
当 刀 二 4 时 ,由 (19) 式 有 4b = 4Gmod 6), nm 有 
b z4'(mod6), Bic 是 一 个 正 整数 ,我 们 有 4694 (mod 6), 


故 由 引 理 1 我们 有 〆 寺 4Cmod6)。 BE e= 6 + 4， 其 中 


m 是 一 个 非 负 整数 。 由 (18) 式 和 3i 理 3, 我 们 有 amm 
1Cmod 7), Hi & = 6s, + 4, 得 到 af = Cmod 7)、 故 由 (17) | 
式 和 引 理 1, 我们 有 a” = ai(mod 7). 我 们 又 有 
1! = 1(mod7), 2*2 2(mod7), 3 = 4Cmod 7), - 
44 = 4(mod 7), 5*z22(mod7),  6!zs 1Cmod 7). 


(o 故 当 a 一 1 或 a 一 6 时 ,有 an = 1(mod 7), 3 2 m 2 R 


ー・15 ・ 


4, = 5 J, UE. a" = 2(mod 7), 242, = 3 R a = 4 hj, UR 
a° zm 4 mod 7), BU 24 á = 1 或 di = 6 时 ,经 过 i at 天 后 ,应 
该 是 星期 一 。 当 a = 2 m a= 5 时 ,经 过 a 天 后 ,应 该 是 


四 . 
34 b = 5 WE (192 AG b == 5Gmod6)。 由 引 理 3。 有 


- A625 5*Cmod 6), 现在 设 e 2c, + 1, 其 中 e 是 一 个 非 负 整 


数 ,我 们 有 5° 5(mod 6), H b° == 5'(mod 6) 和 3 引 理 1, 我 
们 有 が == 5(mod 6). iE b = 6n, 十 5, 其 中 是 一 个 非 负 整 
数 。 由 (て 18) 式 和 引 理 3。 我 们 有 ww 三 1(mod7)， BH ゲー 


6n, + 5, 得 到 af = giCmod 7). dB C17) 式 和 引 理 1, 我们 


有 4" = efCmod 7)， 我 们 又 有 m 
1? = 1(mod 7), 25 = = 4(mod 7), 3 == 5(mod 7), 
4 = 2(mod 7), 5° = 3(mod7), 6 = 6Cmod 7). 


即 当 a = 1 时 ,经 过 o 天 后 ,应 该 是 星期 一 . 当 a = 2 时 ， 


经 过 a 天 后 ,应 该 是 星期 四 ， 当 wm 一 3 时 ,经 过 a 天 后 ,应 
该 是 星期 五 。 当 a 一 4 时 , 经 过 os 天 后 ,应 该 是 星期 二 

a 5 有 时 ,经 过 ax 天 后 ,应 该 是 星期 三 。 当 ar 6 时 ,经 过 
ax 天 后 ,应 该 是 星期 六 .现在 设 c= 2c。 + 2。 其 中 。。 是 一 


“个 非 负 整数 ,这 时 我 们 有 5° = 1Cmod 6). 由 b= 5*(mod6) ` 


和 引 理 1, 我 们 有 が = 1(mod 6), 证 b = 6n, +1, 其 中 ヵ 
是 一 个 非 负 整数 。 由 (18) 式 和 引 理 3, 我们 有 ai^ 1Cmod 7), 
由 5-6, + 1， 得 到 ar = a(mod7), 歼 由 (17) 式 和 引 
理 1, 我 们 有 a” = 4Cmod 7), 即 当 < 是 偶 正 整数 时 ， 经 过 
a 天 后 ,应 该 是 星期 di. 
m 8 K C12371” + 3452 gk 111 除 的 余数 。 
W 由 12371 =11 +50, 得 到 12371 全う 0Cmod 111). 


由 引 理 3, 我 们 有 


星期 二 、 当 a, = 3 或 a, = 4 FJ .Z68 a^ 天 后 ,应 该 是 星期 


123715 = SO mod 111), |. . (20) 
我 们 又 有 (50)* = (12500050), 125000 = 14Cmod 111), 
故 由 引 理 3, 得 到 


(5055 zx ( て 14)7C50)Cmod 111), (21) i , | 


X 14529 80Cmod 111), (80) = 68Cmod 111), (68)(50) = 
70 mod 111), 得 到 | 

(50)? = 70(mod 111), (22) 
由 引 理 3, RIJA (5005 = 707(mod 111)， 我 们 又 有 70? = 16 


^ (mod 111)。 由 (20) 式 得 到 123719 16€mod 111), 由 引 理 


3。 我 们 有 (123715 + 34) = 502Cmod 111). 由 (22) 式 得 
到 C12371% + 34) = 70(mod 111)， 故 得 到 (12371* + a 
被 111 除 的 余数 是 70. 

例 1 的 证 明 在 例 7 中 取 a= 773, m = 110, a, = 3, 
b= 3169, 2—528, b= 1, 由 例 7 知道 如 果 今天 是 星期 
天 , 则 经 过 77399 天 后 ,应 该 是 星期 三 . | | 

3132 14 WMR a = propis HE pistte Pn 都 是 素数 “ 


而 01» tt? s. Os 都 是 正 整数 , 则 我 们 有 . 


pla) = が (テー 12: por (p, — 1). | 
证 当 ” 一 1! 时 ,由 引 理 10 知道 本 引 理 成立 . 现在 设 
n 之 2。 不 大 于 4 的 思 的 倍数 是 


, , a 、 
みあ > ぅ 2。 "パッ 5ーー Pis 
办 


共有 二 个 BRAF a MIM p 互 素 的 正 整数 共有 


L =E) . Q3) 


个 .不 大 于 xz 的 ぁ 的 倍数 是 


Pi MP 35b, "tts 2 Pi 
pz 


ee 17 ° 


à 


AMA l'e 得 在 po2p 355 3 "LLL E b 的 倍数 。 即 


hPa 2 みか > 35i t$ Pb: 
B 


共有 -2_ +. HRAT a 而 只 12 吉 的 倍数 不 同时 为 的 倍数 


か 2 


的 正 整 数 共有 ーー 
S 202. 24 1— 1 24 
ph みか A =) . Q0 
个 。 故 不 大 于 a 而 和 n. p 都 是 互 素 的 正 整 数 共 有 


«(-2)- 26-3) -4(-2)0- 2o» 


4. En = 2 hF, 2 = pipi 和 (25) 式 我 们 有 
(0 pla) = pir (p — Doi (p; 1). 


Hos s 一 2 时 本 引 理 成 立 ， 现 在 设 ” > 3 不 大 于 的 的 


倍数 是 . 


P:s» 2 の > 3 あら ・・・> 二 Pss 
- - P 


共有 x +. 但 在 か > 2 か > 3 か >・ ty ー P5 中 ,有 P. 的 倍数 , 即 | 
3 3 J 


| ' E 
"Bib: 2bibss tta "m Dips 


1 ど 3 


共有 一 


^. 在 pbs, 2 か > 3Ps» "t ^p > Ps 中 ,有 pi 的 倍数 , 即 


- か あか > 2 あちゃ tt, 0 ああ > 
"ab 


| 共有 ^. "2 E P^ pip. 中 ,有 p, no eic Bn 
. 2Ps 1P3 


Pubs 2 ああ ちっ ーー・ : みあ か > - 
I 4774 = 
. 18 . 


&——— 一 ーー —— N. 


T 


共有 一 一 一 ^. 在 Di. 25pisttt. ああ VH Pi 的 倍数 。 
みか な ` p pP. 
B 


な か > 2 みか か > `: ` `° , — あか の っ 
か か か 


^. 改 不 大 于 < a 而 只 US p DEROER n, pa 8b 


BUDE RUN 


8 08 2.8 y 8 = テロ ー Ly ー PISO 
Ë: bb bb か か Ps Bc 


^. 由 Q5) 式 和 (26) 式 知 道 , 不 大 于 a 而 和 po Prs bs 者 是 
互 素 的 正 整 数 共有 


C6-36-2-:6-260-2 
- -3) us 2-2) ーー の nE 


F. 当 4 一 3 时 ,由 a = pipit 和 (27) 式 我 们 有 
(qa) = pi (p — Dp Cn — Di — 1). 


diis = 3 时 本 引 理 成 立 。 当 ヶ 4 时 ,可 用 同样 方法 做 下 
_ =. 我 们 最 后 必得 到 ， 不 大 于 4 而 和 Pis Pas '' * s Pa 都 是 互 素 


的 正 整 数 ( 也 就 是 不 大 于 a 而 和 互 素 的 正 整数 ) 共 有 


(Q-36-2- 6-2 


+. BD pla) = p? "E 1): : poop, — 1). 


9j 9- 399 — 59049 能 被 24010000 整除 ， 
WE 由 24010000 = 245174 和 引 理 14, 我 们 有 | | 
$(24010000) = 22 x 5° x 4 X 2: X 6 = 8232000, WHE - 
理工 我 们 有 | 
(c $950 oz. 1 (mod 24010000), |. Q8) 


. 19 ° 


H (28) ARNE 
3823010 一 59049 == 30 一 59049Cmod 240100005. (29) 
由 30 = 59049 和 (29) 式 我 们 知道 例 9 成立 . 

例 2 的 证 明 由 70, 111) = 1 和 例 8 中 的 (12371056 十 
34)? = 70(mod 111), 482 (12371* + 34, 111) 一 1， 由 于 
111 = 3 x 37 和 引 理 14, RIJA 11D = 2 x 36 = 72. 
由 于 <。 是 一 个 正 整 数 并 由 于 定理 1, RITE (123715 + 
34)"* = 1Cmod 111)。 故 得 到 

(12371* + 342222 = 70Cmod 111), 
98010 设 ” 是 一 个 正 整 数 而 是 一 个 素数 ,请 证 明 
1 pp.» = p", (30)- 

WE 由 引 理 10 RITA 1 十 e =l +p =p, i 
X n = 1 hf, GO 式 成立 . 現役 ヶ 之 2, 由 引 理 10 我 们 有 

lcg: (ren 

= キュー I+- + か Cp D- >. 
习 题 

l. m, m 是 互 素 的 两 个 正 整 数 ， 则 当 ro x; 分别 通过 
模 mi, mz 的 完全 剰余 系 時 。 me 十 ma: 通过 模 mm 的 完全 
HRA. | | 
| 2. 设 ms m, >, m4 是 《个 两 两 互 索 的 正 整 数 , 则 当 ri 

うう Xk 分 别 通 过 模 Mis Wttta MR 的 完全 剩余 系 时 ， 
Mixi + Max, + coo 十 Max, 通过 模 mmy om 的 完全 剰余 
系 。 这 里 的 Mio Misco M, BEREX: 
mm ' * mi = mM = mM = ccc mmu My, 

3. 设 ms micum 是 个 两 两 互 素 的 正 整 数 , 则 当 r 
X33" * Fk 分 别 通 过 模 Mis Wf], Mk 的 完全 剩余 系 时 ， 
xi + mix; 十 mma, 十 :十 mima o max, 通过 模 mim: = ° 


* 20 ° 


m, 的 完全 剩余 系 ， 
4. 证 明 欧 拉 济 数 的 下 列 性 质 ， 
G) # N > 2， 则 pCN) 必定 是 偶数 . 
Gi) BUE (a, の 一 1， 则 有 plab) — pla) * pC2). 
5. 设 N > 1， 证 明 : 不 大 于 N 且 与 N 互 素 的 所 有 下 整数 
的 和 是 了 NN gp (N). 


6 Btm > LERB, Ca, m) 一 1, XEGE bo be, 
beim) AE m By ^ Tal E. 剩余 系 。 而 ab, — r mod m) (0 < 
r< m, 1< ¿< p(m2), W 


1 
= (rit rat tee E Fyd) = 二 plm). 
m 2 


7. 设 mi m°, m ZE h ¿"BNN SRBRUIE RE X, WJ ` 
Xis X23° tts Xk 分 别 通过 模 mi, musco. oma 的 简化 剩余 系 时 ， 
Mix, + Mata + coro M ux 通过 模 mima ma 的 简化 剩 祭 
A. 这 里 的 Mi Msc M, 由 下 式 定义 : 
mM = mM = e = mM; = mmy cim. 
8. G) ix N = 9450, K pCN). 
Ci) 求 不 大 手 9450 H5 9450 互 素 的 全体 正 整数 的 和 。 
9. G) 判断 121 一 1 能 否 被 21 整除 ， 
Gi) 求 899 除 以 13 后 的 余数 ， 
(Gi) 设 绢 是 除 2 和 5 以 外 的 任 一 素数 , 试 证 : 
p|99---9, 《是 任意 正 整数 ， 
一 一 v 一 一 


(p-—1)k+ 


10. 我 们 称 PF, = 2" -- 1 ARRERA 6411 Fs, 
11. RIZ P 是 素数 ,4 和 5 是 任意 二 个 整数 , 则 有 
Ca b^ = at + の DU p). 
12. 求 正 整数 和 m. n > m > 1, [E18 19787 5 19787 
_ 的 最 后 三 位 数 相等 , 并 且 使 > -+ m 为 最 小 (第 20 届 国 际 中 


>21・ 


— 98 98 ER 
13. 设 手 表 上 的 指针 都 从 12 mov 当 分 针 转 过 了 
e" USB ab, e 都 是 正 整数 ), 问 这 时 手表 的 指针 指 的 是 
几 点 钟 ? | 


e 22 © 


yn 


第 六 章 小 数 、 分 数 和 实数 


+ 31 分 数 化 小数 
在 太 中 秀作 定 分 数 中 的 人 分間 正 数 。 表 


们 可 以 把 分 数 分 成 为 下 列 三 种 : 


CD 真 分 数 . 分 子 小 于 分 母 的 分 数 , 它们 都 大 于 0 而 小 
于 1. 大 于 0 而 小 于 1 的 分 数 叫 作 真 分 数 ， E 
3 1 4 12 23 97  999.,,....., 这 上 
PIL LR 100° 1000" > 这 些 分 


数 的 分 子 小 于 分 母 , 因 而 它们 都 小 于 1, 所 以 都 是 真 分 数 。 


(2) BAN. 分 子 等 于 分 母 或 分 子 大 于 分 母 的 分 数 , 它 - 


TIS TAROT I 等 于 1 或 大 于 1 的 分 数 叫 作假 分 数 。 ー 
1011 3 4 4. Hl 100  、 
例如 E 1000" 2° 4^ 3* 100° 100 i 


PREEN. 
KORZE E DE 


例如 3 十， ul. 105. LN | 


是 带 分 数 . ーー | | 
现在 我 们 要 来 讨论 将 分 数 化 成 小 数 的 问题 BARAM 


等 于 整数 或 整数 加 真 分 数 ,而 带 分 数 等 于 整数 加 真 分 数 ,所 以 
我 们 将 只 讨论 真 分 数 ， 设 一 是 真 分 数 , 则 0 < 4 ぐみ. 当 (6。 の 


= 1 时 ， 则 一 叫 作 茎 釣 真 分 数 . Mc 不 是 既 约 真 分 数 时 ， 则 有 
(a, の i>i, KIPEE b E a ad, b= bad, 


23 = 


ILI EIS 因而 任何 一 个 真 分 数 都 可 以 化 成 


为 妇 约 直 分 数 ,所 以 我 们 将 只 讨论 既 约 真 分 数 . 
| 由 于 1, 2。.…・。 ヵ ー1 都 是 和 ? 互 素 的 。 所 以 以 素数 p 作 
分 母 的 所 有 真 分 数 都 是 婚约 真 分 数 ， 设 是 一 个 大 于 1 的 正 
整数 ,由 于 不 大 于 5 而 和 6。 互 案 的 正 整 数 有 QUO 个 , 故 以 
为 分 母 的 既 约 真 分 数 共 计 有 p. 
有 些 既 约 真 分 数 能 够 化 成 为 有 限 小 数 ,例如 


i 0325, —1 = 0.00032, 1... 0.0009765625. 
4 3125 1024 


—37 == 0.006208, 3947 _ 0.963623046875. 


15625 
可 是 有 些 既 约 真 分 数 不 外 能 够 化 成 为 有 限 小 数 ,例如 
£ 0044444.., Š = 0.533333..., 1 = 033333... 
9 2315 > 3 
引 理 1 设 2。2 都 是正 整数 ,z 二 5 而 (a, b) = 1, 如 
果 存 在 一 个 素数 p, CR plè 但 是 p10, WE 一 定 不 能 名 
化 了 为 有 限 小 数 ， 如果 4 257, dob, PARIET, 


则 二 能 够 化 成 为 有 限 小 数 . 
证 如 果 存 在 一 个 素数 P. 它 使 得 p15 但 是 pt10, BR — 


( MEBHCEOSRUMC 由 于 4 二 6 而 得 到 - 


a 
ーー = 0. dir "4s. 


其 中 fis 02, ”3 On. ,都 是 不 大 于 ， 的 非 负 整数 ， 但 是 a, > 0, 
我 们 又 有 

(0 107a = (100ta, + + 2 (15 
由 于 Ca, め = 1, 10778 キー + a, 是 一 个 正 整数 和 (1 


. 24. 


的 。 如 果 找 到 的 z 是 最 小 的 ， 那么 我 们 就 称 8541505425 ° 


式 而 得 到 4&110*。 由 于 假设 p12, 所 以 有 p110, 这 和 假设 pt10 
REFE A 不 能 够 化 成 为 有 限 小 数 ， 


没 ヶ ー 254， 其 中 e 之 8 之 0， 则 有 24 = son, 由 
于 o2820, 所 以 sca 是 一 个 正 整 数 ， 我 们 把 32 记 


作出 有 エ ー S. 由 于 4 是 一 个 正 整数 ,因而 6 2. 是 一 


个 有 限 小 数 ,所 以 f 能 够 化 成 为 有 限 分 数 ， 设 b= 257, 其 
中 8220, ME s 一 2/4. HH 8 a> 0, 所 以 


27a 是 一 个 正 整数 我 们 招 2 a 记 作 4, 册 有 上 一 u 


由 于 2, 是 一 个 正 整数 ， 因而 4 "EXE DUE 所 以 二 能 


够 化 成 为 有 限 小 数 | 

定义 1 Wo bh i 1,2, 3, 28 ART 9 的 
非 负 整数 . 如果 在 0.2,0;25* **2,** ・ 中 任 取 出 一 个 aj, Jb Z 
一 定 存 在 一 个 大 于 j 的 正 整 数 k, 使 得 z。 キ 0. 那么 我 们 把 


I Oaa tapt 叫 作 一 个 无 限 小 数 。 


7 5 " 

Bin ^ = 0318181818・・。 ニー 0.7142857142-- | 

定义 2 如 果 对 于 一 个 无 限 小 数 0. 212,2: 2,77, 能 找 

出 二 个 整数 2 0, + 全 0 使 得 

as4i 一 Gsrkitis == l, 2 天 一 0,1.,2.…， 
OL SVASMTSUS 0. 214;25* * tt ARNAR ETE 0.2162 

rant 简单 地 记 作 Oaar * dedeyi" dete, 

对 于 循环 小 数 而 言 ， 只 有 上 述 性 质 的 s K z 是 不 只 一个 


$25 ° 


os 为 循环 节 ; + 称 为 循环 节 的 长 度 ; 如果 最小 的 :=0。 那 
循环 小 数 就 叫 作 纯 循环 小 数 ， 如果 > 1 (这 里 是 最 小 的 9。 
这 时 那 循环 小 数 就 叫 作 混 循 环 小 数 .， 


例 1 求证 E = 0.4, 5 = 0.53, と — 0.2142857。 .] 
2 


` 
V DE TT 


证 HIA “， 所 以 有 $70 


gp su l 一 5.33333-。 : ,所 以 有 时 — 0.533333. - ' 
B s. 0.53. 30 _ 15 2 + L = 2.1428571428571- 
T 由 于 14 7 7 


所 以 有 T 一 0.21428571428571…, 即 Ž 一 0.2142857, 


引 理 2 B 0a b, B G, p) = 1. 如果 一 能 表 成 
纯 循 环 小 数 ， 则 我 们 有 (2。 10) 一 1. | 


O WI と ERRATEA, Wi o 5 1 及 定义 
”2, 我们 有 
f ux. の て ・・ の 7 の に て "2 の に て て の .. Q) 
其 中 assa 都 是 不 大 于 9 的 非 负 整 数 ， 但 是 在 aa, 
中 至 少 有 一 个 «umi 因而 c BEEN 
06 qoas * *-a,3-0.2,* 4,4 "Qu tuat t, (3) f | 
由 (3) 式 威 (2) 式 得 到 
テー " = 107g, 十 … + 2,, WB SI 


| a(10 — 1) = BCLO, + ee + a,). 、 (4) 
di 10'a, +" +a 是 一 个 正 整数 ，(o, の 一 1 和 (4) 式 ， 


` * 26 ° 


ーー 


”TV 


i 


` 


得 到 | 
10 一 1 = bm, | (5) 


ibo E MER tH C^, D HORRIA G, 107) = 


I, 因而 Có, 10) = 1, 
引 理 3 iko-a-cbH Ce, b) =1. & 1 E— ABEN 
的 正 整数 ,能 使 … | | 
| ー 10^ == 1Cmod 2) 
成立 。 则 一 能 表 成 纯 循环 小 数 0.4・ od, 
证 由 10 = 1(mod 5) 8] 104 = a(mod b), H 10 一 
< 一 im 其 中 必 是 一 个 整数 ,得 到 19.4 一 


a ` な 
— = m. d — = 
b b 


0. dij ° ロリ イナ レナ * *s 则 有 iea == 1077, + s. + "n + 


Ü. G5 41075420 sta" `. 5 故 得 到 , 


-— 


m = 10%—ta, + tb as. | 
0. 4411053105437 ** == Ü.a,80;7 * *G4G 444447 * *, | (6) - 
H (6) 式 我 们 有 | | 
Gy 77 05,5 
aky 77 3, 
(34 = da, | 
2034544 77 dA T dis 
(083432 77 d442 — 0, 
...... te ... | 2 
引 理 4 設 5 是 一 不正 整数 且 (10。 の =1. $h E 
个 最 小 的 正 整数 ,能 使 | 
10 = 1 Cmod 2) . . | (の 


・ 27 . B I . 


成 立 , 则 有 Alp), | 
证 H (10,2) — 1 和 第 五 章 定理 1, 我 们 有 
10*^) = 1(mod 2), l (8) 
Hi # 的 定义 和 (83 式 。 RITE 0 hx COD. WE p) = hm 
+r, Hh r 是 一 个 小 于 % 的 非 负 整数 而 mw 是 一 个 正 整 数 . 
由 (7) 式 和 第 五 章 引 理 3, 我们 有 
. 10^? = 1(mod b), | (9) 
由 于 pl —Am-r, 并 由 (83 和 (9) 式 我 们 有 107 = 1€ mod の 。 
如 果 + 一 0， 则 有 Alp). 如果 0 < r <j à, Wigr10 ml 
(mod >), CZ) 式 而 和 的 定义 发 生 矛 盾 。 故 本 引 理 得 证 . 
(9Wi2 设 * 是 一 个 不 大 于 4 的 正 整数 ,请 将 — 表 成 为 纯 
循环 小 数 . | 
解 由 于 (a D= 1, 975 = 6, 
10 = 3 (mod 7), 
10? = 2 (mod 7), 
10? = 6 (mod 7), 
105 = 1 (mod 7), 


及 引 理 4 我 们 有 大 一 6. 又 由 引 理 3 我 人 有 < 2 0 2 
I  Gs;á6s 故 得 到 


— 0.142857, = 0.285714, 


1 
7 
E = 0.428571, = 0.571428, 
2. 
7 


“jo |+ je 


= 0.714285, - = 0.857142. 


9813 ix^ 是 一 个 不 大 于 12 的 正 整数 ,请 将 二 EO 


» 28 ° 


ha 


一 个 纯 循环 小 数 。 它 的 循环 节 不 小 于 997 Gr OR 


循环 小 数 ， 
M 〈z, 13) = 1，qp(13) = 12, 由 于 
10 = 10 (mod13), 102= 9 (mod 135, 
10* 2:12 (mod 13),  10*2 3 (mod13), - 
1052s 1 (mod 13), | 


及 引 理 4 我 们 有 = 6. 又 由 引 理 3 我 们 有 T = 0. d.a, aa 
5d, 收 得 到 


" — 0.076923, 


ll 


Z= 0.153846, 


4、 


3 0.230769, = 0.307692, 
3 | 3 

3 = 0.384615, Ê = 0.461538, 
13 13 I 

Z = 0.538461, i ーー 0.615384, 


2 == 0.692307, — 19 = 0.769230, 
13 13 


ll L 0.846153, l = 0.923076. 
13 13 


904 设 = 是 任 一 个 不 大 于 3988 的 正 整数 ,求证 EL 


a 


3989 


= 0.d, 


8,047 tdn, MJA n 2 997), 
证 由 于 3989 是 一 个 素数 及 a 是 一 个 不 大 于 3988 的 正 


整数 ,所 以 有 (4,3989) — 1。 令 # 是 一 个 最 小 的 正 整 数 , 能 


使 
10" = 1 (mod 3989) (10) 


» 29 «€ 


成立 . 由 于 eC3989) = 3988 和 引 理 4, 我 们 有 "13988。 由 于 
10 = 10 (mod 3989)。 107: 100 (mod 3989), | 
10* = 2022 (mod 3989), 


所 以 有 4n. WF 997 是 一 个 素数 ,3988 = 4 x 997, 4 区 ヵ 。 
H.213988, 所 以 有 #4 之 997， 由 第 五 章 定 理 2 我 们 有 =] 


(mod 3989， 故 由 引 理 3 我 人 有 — = O. diaras an。 其 中 
n 997, 故 例 4 得 证 . 
我 们 又 有 ET = 0.00025068939583855653045- z 
现在 我 们 还 有 这 样 一 个 问题 : 如 果 在 分 母 忆 内 不 光 有 素 - 
因数 2, 或 5, 或 2 及 5。 而 且 还 有 其 他 的 素 因 数 ,那么 既 约 分 
数 二 化 成 小 数 后 ,情况 又 怎样 呢 ? 这 个 问题 的 答案 将 由 下 列 


引 理 作出 。 — | 
引 理 5 WE a, b, b, 都 是正 整数 a < b, Ca, b) =i, 
b > 1, (5,10) = 1, b = 275*5, jtrh o, 8 都 是 非 负 整数 


- 但 不 同时 为 0。 邻 4 是 一 个 最 小 的 正 整数 且 能 使 


:10^ = 1(mod b1), 
Woe 宇 8 时 我 人 有  “ 


i | Y = 9. dÁ Q dai" doa; 

' W> e 过 8 时 我 们 有 
Ce 

E geas, 我 们 用 10* 乘 二 得 到 


10%g  10"2 _ 50-8g | 


b | 2*585, à ` 


(11) 


bw 


”因为 Ga, 0) 一 1 得 到 Ca, b) = 1， 因 为 (10, b) = 1 得 到 


(5, b) — 1, Bi (a, 6) = 1, 77, b) = 1， 所 以 有 
(59793, bj) = 1. | c (42) 
ik 57a < b, Wig] (12) K, 10^ zs 1 (mod 5) 和 引 理 
3 我 们 有 
5 一 fg 
故 由 (11) 式 我 们 有 


一 一 0.09 ° *üsdo git" * ds» 


= 0d: ` "Ch, 


其 中 a = 0 
现在 设 57a > b. HB (12) 式 我 人 有 ， 
($7.4 = bq +a, | (13) 
其 中 9 是 一 个 正 整 数 而 a 是 一 个 不 大 于 六 一 1 的 正 整数 . 设 


o G,50 7471, 则 由 (13) 式 有 215796, 由 于 dlh 15 ご 6。 


d 10,28 (12) SNARE JS k Ca, b) = 1. 由 于 是 一 
个 最 小 的 正 整 数 且 能 使 10522 1 (mod 5); 由 0< a < bi, 


Ca, b) = 1 和 引 理 3 我 们 有 


a 


oa, | 4) ` 


| d OD OD 式 我 们 有 | | 
l 10a . f 
a cit 0.99. 


 BrT1«a«, I< < HEART 1 <4< 10. E | 


故 由 《14) 和 C15) 式 我 们 有 


一 = 0. a1** tauatai" * * doa, 


其 中 aza = Citt, Ga = Cr WM a > 々 時 本 引 理 成立 . 
. # 


» 31 ° 


现在 设 e < 8, TUI 10038 — FEE] 
Ofa 07a 277g 
v TL AC ae 
因为 Ca, b)= 1 得 到 Ca, b) = 1, AX C10, b) — 1 得 
到 (2577, bi) = 1, 由 Ca, bi) =], (2577. b) = 1 得 到 
(2 の 4 。 b) =l, (17) 
设 2 ea < 六， 则 由 于 4 是 一 个 最 小 的 正 整 数 且 能 使 
10 =1 Gad) REEF Q RABI RAYE 


25793 


n = 0. É I | (18) 
故 由 C16) 和 (18) 式 我 们 有 | 
= a: ` "Zada ° * "dgrhs 


其 中 
a = ite = a = 0, 而 agti 77 Bt» * "^, の g+ ヵ = ga, 
”现在 设 27776 > b, WA (17) 式 我 们 有 
2775 = b,m + a, | (19) 
其 中 心 是 一 个 正 整 数 而 4 是 一 个 不 大 于 b, 一 1 的 正 整 数 . 设 
Cais 594771, 则 由 (197 式 有 2|124"z。 由 于 2 六 d|2577o, 
00d d, UR QD SURACPIB MUR (os 20 一 1， 由 于 4 是 
-一 个 最 小 的 正 整数 且 能 使 10 = 1 (mod b り 成立 。 由 0 < a< 
E b) 一 1 和 引 理 3 我 们 有 


る == 0.g,* ** £a, | | (20) 
H C162 和 C19) 式 我 们 有 
10% . E | | 
; m + p (21) 


HFIS <h, 1S a< b MODS, STE 1 =< m < 


* 32 * 


&— —— ーー ーー ュー 


10?; 故 由 《20) 和 (21) 式 我 们 有 


a 
m + — 
a ` b, Ü . | + 
— = = MET * * 4gH git ° dg, 
b 10 


其 中 dg+1 — Eis" ^, Agah 77 Ehe ux ap 时 本 引 理 也 成 
并 , 引 理 得 证 . 
5 cam 15 ん し 
例 5 请 308 化成 小数 . | 
E 由 于 308 = 4 Xx 77 = 22.77, q9077) = (11 — 1) 
x (7 — 1) = 60. 


10 = 10 (mod 775, 10? = 23 (mod 772, 
10° = 76 (mod 77), — 1052 67 (mod 775, 
10? = 54 (mod 77), 105 = 1 (mod 775, 
所 以 可 在 引 理 5 中 取 a = 15, b= 308, e= 2, 8—0, 


j spn d ` 
な == 6, b, = 77. 由 引 理 5 我 们 看 jos = (.2,03d444* * “ia 经 过 


计算 我 们 有 
15... 0.04870129, 
308 


例 6 请 把 一 化成 小数 。 
解 由 于 17408 = 1024 x 17 = 29 - 17,917) = 16, 
又 有 | 
10 2:10 (mod 175, 102 = 15 (mod 175, 
10*z2 4 (mod 17), 108 = 16 (mod 17), 
(105 2 1 (mod 1D, 


所 以 可 在 引 理 5 中 取 ¿= 1, b= 17408, a= 10, 8 = 0, 


e33.. 


hk = 16, Bb = 17, 由 引 理 5 我 们 有 — ug 4182* * * God 


D 08 
au^ “ds 经 过 计算 我 们 有 
1 


一 一 一 一 0.000057444852941 17647058823, 
17408 


$2. bx 
有 限 小 数 都 能 够 化 成 为 分 数 ， 设 


0.2,2;7^*4, 
. 是 一 个 有 限 小 数 , 其 中 z,G = 1, 2。・…。 n) 都 是 不 大 于 9 的 
非 负 整 数 ,但 是 ¿> 1. 我 们 有 | 
107712, + 10*772, + a, 
nO — (22) 
- E C1077ta, + 104, 十 … + so， 109) = d, WRITE 
10772, + 10772, 十 … + a, = da, ` 10* = db, 
HH a, ぁ BERGERERECH. G, p) = 1, a < b. 貼 (22) 式 我 们 
“有 ーー - | 


0^ 0.22***4, = 


其 中 全 * p MERI 
ARX IESUS 设 


' . 0. dà: ` ° d, 
ー 是 一 个 循环 节 等 于 的 纯 循环 小 数 ， 其中 a G = 1, 2,° 77,0 
”都 是 不 大 于 9 WIRES BEE aa 中 至 少 有 一 个 
ERR. $ A= D drd 由 于 A = 0.a," a da 
| art, 所 以 我 们 有 ーー I 
104 = 107a, + 1014, bad 0.2・・・ の 2 に て て の て ・ 
= a + A. | (23) 


其 中 a = 10'a, + 1024, + `° + a, 是 一 个 正 整数 . | 4 
= 10'— 1, HHF: >l, 所 以 b 是 一 个 正 整 数 ， 由 Q3). 
式 我 们 有 


BB 0 ・・ み ーー. 
b 


混 伪 环 小 数 也 者 能够 化 成为 分 数 ， 设 


0. 9, * 5d, 447 … 
是 一 个 混 循环 小 数 ， RD | 
| 0.6 **4À,ga* "dj, ー 0.2」・・・g。 + NT RE (24) 
由 于 0.2, a, 是 一 个 有 限 小 数 , 所 以 有 ` 
Quam (25) ` 


"E 
其 中 a, b 都 征 正 整数 。 Ca, の = 1,2 <b, HT dey’ tt dss 
EEA, 所 以 有 I 


0. dia "ds = " (26) 


*m c,d 都 是 正 整 数 . 由 24) 到 Q6) 式 我 们 有 


a c __ 10'ad + bc 

. b 107 10:54 

BETTE TUE TREB KIRAT, 也 不 

能 够 化 成 为 循环 小 数 , 则 0.aicues- > … 不 能 够 化 成 为 分 数 。 
证 如 果 存在 二 个 下 整数 6, 5。 使 得 


WAF a 5 = — n 


0.2,* * tasis" d; a = 


Ku 


成立 。 出 有 0 二 a 二 5 ix Ca, の = d, 则 有 a= da,, b = dh. 


其 中 Gas b) = 1, 0 < a, «hb, 由 (27) ARMA 


i45 


«aids t dat — — o UT uli (28) 


设 (2,102 — 1, Dp 0 < z < bi, Cai, b.) = 1, (28) 
式 。 引 理 3 和 引 理 4 知道 0.2227 a, * 能 化 成 为 循环 小 数 ， 
这 和 假设 0.4232. ° 不 能 LE CHOHBSUNSUR APIS 

Hb b, = 2955, 其 中 Cs THEE s Ë 8. 则 E 0 <a, 
< bis Cais b = 1, 28) 式 和 引 理 1 知道 0. aaa" Aan’ 

能 够 化 成 为 有 限 小 数 , 这 和 假设 0-212217 7 - . m 
为 有 限 小 数 发 生 予 导 

设 ムー2"555。。 其 中 e。 8 都 是 非 负 整 数 ， 但 不 同时 都 
Ë 0, X. b; > 1, (55,10) = 1. 0 < a, < bi Cs b) = 1, 
Q8) 式 和 引 理 5 Fu HEB 0.222: ean * :能够 化 成 为 循环 小 
数 ， 这 和 假设 0.444; teran 不 能 够 化 成 为 循环 小 数 发 生 巴 ・ 
盾 , 故 本 引 理 得 证 . | 


$3. ERDF n RS 


在 本 节 中 我 们 假定 > 是 一 个 > 2 的 整数 , 而 。 是 一 个 正 

数 ， 令 * 是 满足 方程 式 
x" m= g : 

的 一 个 正 数 解 , 那 末 我 们 称 z 是 2 的 = 次 方 根 ， 并 把 * 写成 为 
(Ma Qnm 2 V a = V a). 

有 些 正 整数 a 使 得 V a 等 于 一 个 正 整数 。 例 如 ソー 

, 3/343 = 7, V 243 = 3。 ザ 6561 王 3。 有 些 正 整数 4 
BA. — と XO CAEN 0 < Ç — 1, 例 
p | 
ー 19 = 4.3588989..-, 4/18941 = 11.7314238- -- 

引 理 7 没 ? 其 一 不 素数 。 ヵ 其 一 不正 整数 是 m = so + 
6, 其 中 0。 是 一 个 非 负 整数 而 8 是 一 个 不 大 于 = 一 1 的 非 负 整 


. 36 ° 


E. aon, Ng—ON, Va 是 一 个 整数 , 当 1<p< 
onm— 1 时 , V a 不 能 够 表示 成 为 分 数 ， 

证 (一 ) 当 8 一 0 时 . 这 时 有 wm = no 和 a = 如， 故 得 
8] V a = p 是 一 个 整数 . 

CZ) 当 a 一 0 而 1<8<n 一 1 时 . 这 时 用 一 8 和 


4 一 9. 如果 存在 二 个 正 整数 ,使 得 Ya 一 成立 。 设 
Cè, c) =d, WA b= bd, c= cd Wi G, cD =l 由 
Va = 2 gr = Va = 2 = h, pe (AY, E 
而 我 们 有 | | U 

bj = pH. BE (29) 
H Chis "» = 1l (29) ARNA plk: 设 b, = が の 。。 其 中 i 
是 一 不正 整数 。 (2。 カカ 3. 由 (29) 我 位 有 、 l 

c = peb, Sa 

HF 1<8<n— 1l, >11 和 (30) X, 所 以 有 plo. 
plbi, pleis XA CGn c) 一 工 发 生 矛盾， REEL MEM 
数 の,c 使 得 ザ 。ー そ 成立 、 

(三 ) Ma 是 一 个 正 整数 而 1 委 8< 生 ”一 1 时 .这 时 如 果 
存在 二 个 正 整 数 5,c 使 得 Ve =<, 则 由 一 Ya 一 
VP = pr V 得 到 ， ツア ~ -和 是 能 够 表示 成 为 分 数 


iN CO HEN VZ M RUOLO. 

故 本 引 理 得 证 . 2 
引 理 8 ibo RARR m EDERN, m= — 

其 中 心 是 一 个 非 负 整数 而 8 是 一 个 不 大 于 ”一 1 的 非負 整数 . 
$e rtp HL MV TER, 当 1 <. < 


. 37. 


n — 1H, WE Va = b+ c, 其 中 4 是 一 个 正 整 数 而 “ 是 
一 个 无 限 小 数 但 不 是 循环 小 数 ， 
证 设 1 和 8 之 ”一 1 而 < 是 一 个 有 限 小 数 ， 则 e 能够 


化 成 为 分 数 。 即 < -5, Eh a, 5 WEEEK. 1«g« 


n— 1b, WJ Va MT 即 这 时 Va 能 


” 够 表示 成 为 分 数 , 这 和 引 理 7 发 生 矛盾 , 故 不 能 是 一 个 有 限 
小 数 而 是 一 个 无 限 小 数 。 设 < 是 一 个 循环 小 数 ， 则 。 也 能 够 っ 
。 化 成 为 分 数 。 因而 当 1 < の < ヵ ー1 时 , Va 也 能 够 表示 こ 
”成 为 分 数 ， 这 和 引 理 7 RAT. 故 < 不 是 循环 小 数 ,本 引 理 
得 证 . 
| dms WoROAISES M 人/7 一 5 4。 中 是 
一 个 正 整 数 而 0 ご 。<1 时 。 则 Va 不 能 够 表示 成 为 分 
数 ,并 且 这 时 。 是 一 个 无 限 小 数 但 不 是 循环 小 数 。 
证 明 见 习题 ， | | 
BUR C 都 是正 整数 而 b = 022, 基 中 aG = 1, 
っ の 都 基 不 大 所 9 的 非 负 整数 ,但 是 在 a1. a, 中 至 少 
RECAER, 4 c 是 一 个 正 整 数 ， 它 使 得 C Dn 
:< cn 成立 。 则 我 们 有 
VIF = re nes 
107 | 
A+B | (31) 


EC 
* 


其 中 4 是 一 个 正 整 数 而 0s B < 1. 34 0c B«I 时 ， 则 由 

引 理 9 知道 是 一 个 无 限 小 数 但 不 是 循环 小 数 . 
$07 求 3.652264 的 立方 根 。 l 
ON 由 (317 式 我 们 有 有 


. 38 + 


- 


リー . 
3652264 。 — (32) 


Y 3.652264 = 


10? 
由 于 3652264 —22 x 7 X 1P, wH GD 式 得 到 
TN i/3.652264 = 2247 X 1 一 1.54， 
100 
, W 由 (31) 式 我 们 有 
V 7.93 ー ツ 58. G» 
由 于 793 = 61 x 13, 其 中 61 和 13 MERK, HX 1 我 们 有 
150 以 下 的 奈 数 的 平方 根 表 
-/ 表 一) | 
p Vp p Vp 
2 1.41421356--- 767. ` 8.18535277--. 
3 1.73205080… 71 8. 42614977. 
5 2.23606797... 73 8. 54400374--- 
7 2.64575131… 79 8.88819441… 
m 3.3166247… 33 9.11043357… 
13 3.60555127-« 89 9.48398113--- 
17 4.12310562… 97 9.84885780… 
。 19 4. 35889894... 101 10.0498756… 
I 23 4.79583152--. 103 ` 10.1488915-- 
29 5.38516480… 107 10 . 3440804-- 
3l 5.56776436… 109 10.4403065--. 
37 6.0827625... 113 ' 10.6301458--- 
TI 6.40312423… 127 11.2694276… 
43 6.55743852… 131 11.4455231… 
47 6.85565460… 137 11.7046999... 
53 7 28010988... 139: 11.7898261- `- 
59 7.68114574--- 149 12.2065556… 
61 7.81024967 


.*39* 


. f 


60 l F B 38k) 37 7 58080 8 k 25 HUE 


p vp p Vp 
2 1.2599210… 2 1.1486983… 
3 1. 4422495... 3 1.2457309.-. 
5 1. 7099759.. 5 1.37972966--- 
7 1.9129311--- 7 1.4757731… 
11 2. 22398009... 11 1.6153942--. 
13 2. 35133468--- 13 1.6702776… 
17 2.37128159… 17 1.7623303… 
19 2.66840164… 19 1.801983] -- 
23 2. 8438669... 23 _ 1.8721712… 
29 3.07231682… 29 1.9610090… 
31 3.141.38065… 31 1.9873407--- 
37 3.3322218… 37 2.0589241 … 
41 3. 44821724--- 41 2.10163247… 
43 3.50339806… 43 2.1217474… 
47 3.6088260… ` 47 2.1598300… 
53 3.7562857--. 53 ` 2.2123568--- 
59 3.8929964--- 59 2.2603224… 


61 = 7.81024967-.., 13 = 3.60555127---. (34) 


H (33) 和 (34) 式 我 们 有 


733 = (781024967: --) X (360555127: --) 
| | | 10 | 


= 2.81602556- --. 
例 9 >K 2.571353 的 平方 根 。 
E 由 (31) 式 我 们 有 


A/ 2.571353 = v2371353, 。 (35) 


由 于 2571353 = 137, 其 中 137 是 一 个 素数 ,由 表 1 我 们 有 
. 40. | ' 


137 = 11.7046999..., — — (36) 
EH (35) 和 (36) ARITE | 
137 X C11.7046999:.: 
10* 
例 10 求 194400 的 士 次 方 根 。 
解 由 于 194400 = Z2 X 35 x 57, 所 以 我 们 有 


V 2.571353 = ご フー 1.60354388-- 


194400 ニ ツ 2 x / 3x V5. GD 
由 表 1 我 们 有 
M2 = 1.41421356…・。 MV 3 = 1.73205080---, (38) 
. 由 表 2 我 们 有 | - 
| ダラ = 1.37972966---. | (39) 
H (37) 到 (39) 式 我 们 有 


V 194400 = (1.41421356- - -) X (1.7320508-- -). 
X (1.37972966- - -) == 3.3796336・・ 


例 11 :k297.756989 的 六 次 方 根 。 
N 由 (31) 式 我 们 有 ーー ーー | 
V 297.756989 = Veernseoto, G | 


HT 297756989 = (17 x X01», 所以 有 

Y 297756989 = - V17 x W 101. 
由 表 1 我们 有 V101 = 10.0498756…・。 由 表 2 我 们 有 17== 
2.57128159- - -, 改 得 到 | 


\/297756989 = (10.0498756- - -)(2.57128159-- -) 
= 25.841060- - - | | 
故 由 (40) 式 得 到 


， ° 41 ° 


297.756989 = 2.5841060. ` , 


$4. 实数 、 有 理 数 和 无 理 数 


定义 3 一 个 数 。 能 够 表示 成 为 十 c (町 a = btc), 
其 中 是 一 个 整数 而 。 是 下 面 三 种 情形 mE 
(1) 0 
(2) 有限 小数 
(3) 无 限 小 数 
中 的 任意 一 种 , 那 末 我 们 把 a 叫 作 一 个 实数 


定义 4 一 个 数 。 能 够 表示 成 为 上 GN a = 和), 基 中。 


是 一 个 整数 而 c 是 一 个 正 整 数 ， 那 未 我 们 把 2 叫 作 一 个 有 理 
X. ; . I . 
正 整 数 。 负 整数 , 0， 真 分 数 。 假 分 数 , 带 分 数 , 纯 循环 小 
数 ; 混 循 环 小 数 都 是 有 理 数 ， 

定义 5 一介 数 < 是 一 个 实数 但 不 是 一 條 有理 数 。 BR 
RINER « me — Ica 

例如 当 z。 n 都 是 大 竹 1 的 正 整 数 。 > 是 一 个 正 整数 而 
s< < 1, 如果 有 Va = b + c, BR V “就 是 一 个 无 再 
TM. . 

定义 6 招 半径 为 二 T——" 


-——— = xz 是 一 个 无 理 - 
数 , 经 过 计算 我 们 有 
== 3.141592654- +。 (4D 


我 国 十 代数 学 家 何 承 天 (370—447) 发 明 用 77 22 二 表示 = 的 


ュー 


近似值 ,祖冲之 (429 一 500) 发 明 用 = ご 作为 =< 的 近似 值 ,而 本 


e42. 


KERRI- deseo Mt Me — T £ E, 事实 上 ， 
723 3.1415929.… 与 = 的 真 値 的 前 六 位 小数 是 待合 的 。 HH 


此 可 见 祖 氏 在 数学 上 的 成 就 是 非常 突出 的 ，。 他 是 历史 上 第 一 
流 数 学 家 , 他 的 成 就 是 我 们 祖国 的 光荣 .。 他 的 非常 突出 的 成 
就 主要 是 由 于 他 自己 的 刻苦 学 习 和 劳动 得 来 的 。 他 曾 说 过 他 
学 习 算 学 是 “……' 搜 练 十 今 , 博 采 沈 奥 。 唐 篇 夏 典 , ARRE, 
周正 汉 朔 , 咸 加 该 验 ……”。 通过 祖冲之 的 成 就 和 事迹 , 再 一 


次 证 明了 中 国人 民 是 勤劳 勇敢 而 又 有 高 度 智慧 的 . 


定义 7 设 人 是 一 个 正 整数 ， 我 们 用 人 1 米 表示 1X2X… 
Xk, Rl 
| RI =1X2X Xk 

例如 1 =1, 2| =1XxX2=2, 3! 一 1X2X3 一 6, 
4 —1X2X3X4-24,5!1 —1X2X 3X4X 52120, 
61 = 1 X 2X 3 X 4 X 5 X 6 = 720,71 = 5040,81 = 40320, 
iE Ars 0357 7 * 3 Ug 都 是 实数 ， 为 了 简单 起 见 我 们 把 a, 十 


ptc te Rafa D a 即 


k=1 
8 1 
例 12 R > — 等 于 多 少 
ki &! 
a . 
1 1 1 1 1 , 1 1 1 
— = | + — + — + — + — + — + — + — 
ki 2 21 31 41 51 61 71 8t. 
=t Ly 1 」 1 pit - 
2 6 24 120 . 720 5040 
+ — = 1.71827877- . 
40320 


«.43 * 


例 13 求 の とき 
15 
1 1 1 1 1 1 1 ` 
方 一 1 十 盖 十 二 十 二 十 二 十 二 十 二 
解 2. & 22 3? 4? 52 62 72 
1 1 1 1 1. 1 
T 一 十 一 十 -二 十 -二 十 一 
8? 9? 10? 11i 122 132 
1 」 1 
147 15 
= 1 十 二 十 工 キー エエ エエ ユエ よせ 


4 9 16 25 36 49 


キキ エエ エエ ユエ キュ エル 
64 81 100 121 144 169 


t pl 
196 225 
= 1.58044028- -., 


例 14 RI _ 等 于 多 少 ， 


w や エ ー Xie 91 tin t Il | 


= 11827877. 4 — 1 -+ -I 
tU 362880 — 3628800 


—L _ 171828182. --, 
39916800 


定义 8 我 们 把 无 限 大 记 作 co, 


使 省 较 涡 深 的 数论 方法 我 们 可 以 证 明 > 
= 1 K 


= 2.718281828- "38 


edat 


Eod 


使 用 较 高 深 的 数论 方法 我 们 可 以 证 明 。 是 一 个 无 理 数 . $a 
是 任 一 个 大 地 + 的 束 数 而 Ë=1+ x + AU STU e. 


ー 二 我 们 可 以 使 用 较 高 了 的 数论 方法 来 证 明 § 是 一 
MuR. x 

Ea, b BERBIA a = 全 ,6 一 名 ,其 中 cs o 
RER d, み BRESK, BIRIT. 


Cic 
ab = C2, 


dd; 


其 中 ce。 是 整数 , みみ 是 一 个 正 整数 ， 所 以 a 也 是 一 个 有 理 


， 数 。 即 二 个 有 理 数 相 乘 是 一 个 有 理 数 ， 设 4 是 一 个 无 理 数 而 


4 是 一 个 有 理 数 ,其 中 a= =, x 5 关 0 是 一 个 整数 ,而 < 


B EBR, Nl X 是 一 个 无理 数 ， 因 为 假设 cx da， 


而 “是 一 个 有 理 数 * 由 “一 二 而 4 关 0 和 4 x A4 =a Bi 
AE a 90, Vra — P, Rh o JE AH c, 是 一 个 下 
an ma 0 po b, > 0. 由 a X À = a, 得 到 .4 =A 
j£ ,出 4 是 一 个 有 理 数 ,这 和 和 假设 4 是 一 个 无 理 数 发 生 矛 
盾 . 所 以 不 等 于 0 GEARRTAR ENEEK. 
习 . H 
1. 把 下 列 分 数 化 为 小 数 : 


O 2b, a» Be, a) B. 


e 45 。 . 


G 4 yg» 2 一 4 。 29, 139, 361, 

2. IE ERUMHUS MES 

Gi) 0.868, Gi) 0.83654, (iii) 0.37689354. 

3. ( 引 理 9) Wk a 是 一 个 正 整 数 。 当 Va = b+ cy 其 中 


bp 是 一 个 正 整 数 而 0 こ < <1 时 , 则 M a 不 能 够 表示 成 为 分 


数 ,这 时 “ 是 一 个 无 限 小 数 但 不 是 循环 小 数 。 
4 证明 : 整 系数 方程 
x" tax"! P5 + a, = 0, # > 1 
的 实数 根 如 果 不 是 整数 就 一 定 是 无 理 数 . 
5. 证 明 : logo 2 EZER. 


6. 若 正 整数 M 和 不 能 表示 成 同 底数 的 正 整 数 备 时 ( 底 


数 也 是 正 整 数 ), log wN. 一 定 是 无 理 数 ， 
7. 试 证 : e 是 无 理 数 . ` 
8. 证 明 : 
1 1 


= _ 1 - | 人 
"M Gre ree 


| 是 无 理 数 . | 
22 9. 对 于 任意 实数 o, 我 们 定义 [o] XR o SR E 
数 。 试 证 ， 对 于 正 整 数 * AIO. KAFA 而 为 ”的 代数 的 正 


整数 共有 | | 个 ， x 
200 10, # nt SERIEM RE p 的 方 次 数 为 


s= [a] + a] e ~= 5 [a] 
41. EP 34|1000! 而 34110001, 3R k. 


12. i$ CL = ml, m, o EERI m >n, à 
| | nim — 2) 


* 46 * 


`. 


` WE: 
G) C", = ca^ 
Gi) C$ 是正 整数 ; 
(Gi) を 个 连续 正 整 数 的 乘积 能 被 kt TA 
Gv) TE P 3832, k< p, M pich. 
13. 试 证 : 
G) Wilson 定理 : 设 乡 是 素数 , 则 有 
Cp 一 1)! = 一 1 (mod p), 
Gi) # Cp — 1)! = —1 Cmod p), N p 3C, 
BUELULFPEEPEST OOPDCLESPEY 为 一 对 挛 生 
XX qub s Ñin + 2 J& TE GERIT 76 4) AERE | 
45 — 131 + 11 + n == 0 [mód s( 4-2)], n > 1, 
(O05. a7 m1 (mod m)， 而 对 于 m 一 1 的 任意 约 数 ny 
当 0 で ヵ デ ター1 FF, a" z51Cmod m), l| m ERS, 
16. 设 n = pipi pu, dn) 表示 z 的 所 有 约 数 的 4 个 
数 。 oCn) 表示 ^ 的 所 有 约 数 的 和 ， 试 证 : 
Gy d(n) = (a + 1Co; + PLE (o, d- 15. 
pfl 一 上 ati 1N 
GD a» = (££ — D) (n) (m Et» 
17. i» -— 了 之 2。 试 证 ， ”是 素数 的 充分 必要 
eolC2 一 1) H Cn + 1)|o(n), 


第 七 章 ” 连 分 数 和 数论 函数 
$1. 连 分 数 的 基本 概念 


设 5 是 一 个 汪 1 的 正 数 ,利用 (VOLTA PET 
= (VP + 12— b = 1, BF 


SEFI- eeM G) 
VESETI | 
连续 利用 CD) 式 我 们 有 | 
YE ユー タキ ダダ エー クー キー ニー ユエ ーー 
VP TI 
=,+—— — 
2b + b+ 1—5 
= b +— 
| 26 LL 
M P FIL 
= b + i 
| 22 二 アオ ュー ム 
=b,+— 1 
2b + 1 
25 + —— 
AP F1 
= ¿+- l 
25 + 1 
2b + 1 


2b +y b +1 h 


* 48 ゃ 


vo 


=.= + —— — o — 1 _ —, (2) 


2b + 1 
2b 4- 
` 1 
| + z+. 
后 我 们 将 证 明 下 面 的 二 式 都 能 够 成 立 . 
2 キーーーー VBI < る — (3) 
-— 22 + 一 ニ ーー 
22 2 ム 、 十 
2b 
b + 1 « v P 4-1, (4) 
2b + 1 
25 + 1 
2b 
由 于 ncl- = 42 十 Arl, 所 以 我 们 有 
— 1 2 (5) 
2+4 キト | 
25 
3 
由 (5) 式 得 到 2 + —— É, gine 
204 上 
2b | | 
_1 — 42 + 1 ey 
25 + 1 8 が + 40 `° ーー 
25 + 1 
m 


由 《6) 式 得 到 
“49 . 


1 _ 422 十 1 


22 十 一 一 一 -一 一 22 + — 
25 L 1  ・. 855 + 4b 
2b + 1 
2b 
— 162^ + 122^ + 1 
8 が 十 42 ^" 
因而 我 们 有 | 
| 8 + 4 o 
: 1 — 7 r TT a 
2b + mn ーーー デー 7 
2b + ーー . 
2b + 工 
D. 2b 
由 C 式 我 们 有 | 
| 
b + _— l o | (8) 
| 209 ーー 42 十 
MET 
由 (6) 式 我 们 有 | 
` i 4 2 ` 
L + 1 85 + 822 + 1 (9) 
25 4 3 863 十 40 | 
2b 十 上 
| | ` 2b 
.由 Q2, (8) 和 CO ARITE 
APIS prre ttl (10) 
4b + 1 85: + 4b | 
H Gf G) 式 我 们 有 | | 
1625 + 205^ + 5b < 8b + 852 LO ` 
Ë + 22 2 と (11 
16 が の + 122? + 1 < < 85 + 46 OD 
gil 求证 


A/101 = 10.0498756211---, 4/65 = 8.0622577- --, 
* 50 à | 


证 在 (11) 式 中 取 4 — 10， 册 得 到 


: 10.0498756211 < 1920059 < V101 
161201 


80801 -一 
8040 


< «< 10.0498756219, 


故 得 到 V101 = 10. 0498756211 - CE OD 式 中 取ら ー8。 
则 我 们 有 


534568 一 
8.062257747 < < A/ 65 
| 66305 <v 
< 33281 < 8.062257753, 
| 4128 
故 得 到 o 2 | o 
| V65 = 8.0622577---, 
没 ヶ 是 一 介 >2 的 正 数 。 利用 (Vb —1—b +1) 
MOT — 1 TT +b— 1) --—1-—(-1y-2(-—1, 得 到 
2(b — 1) ZEN 
め ー1ー ゥ エエ 1 ニー ーーーーーーー デ ーー 一 。 (2) 
ソ ツゲ ー どー1 二 2 一 1 qn 


继续 利用 (127 式 我 们 有 
ソ ア カー エー ムー1 エ デー ュー2 キ 1 


= 一 b 一 1 十 _ 202 一 う _ 
Pitot 
ノー 5 m bm LL ニーーーーー ーー ーー 
2(5—1) + b —I — P+ 1 
2 一 1) 
一 b 一 1 十 1 
1 + 1 


| .eSi» | 


1 


ーー キー 
ニー ジュー 1—541 
—————— 
aA. | 
2(6— D 4 ーーー) _ 
ツア メー1 エ ゥ ー1 
二 5 一 1 十 = 
1 + 
2(b—1)4.——— 2 D 
2(5—1) + 2—1—b+1 
=b— 1+ = 
1 + ^ 
2(b 一 1) + 
| eo M P—1L1b—l 
= es. = j — Í 
| E 
+ . (133 
m ーー 1 | 
2(5—1)4- : 
i+ : 
2(5—1)4- = 
1 A 
2(0—1)4- 
由 于 1+ 一 一 Ln 22 一 1 ,得 到 2C6 一 1D)+ 
206—1) Xb—1) 1 キー トー 
ーー 2@ー 
ーー 3 オー 
ーッ — D + 2G— 1) — 4 一 4 


2b—1  25—1" 
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1 エー トー 
2(b—1) 
4b) — 2b — 1 
4b —4b ` 
我 们 有 2G 一 1) + = 
I+—— 
2@— 1) + 一 一 一 一 
1 十 一 一 -一 
2(6 — 1) 
2 0 3 2 — 
= 2—1) + 4t 8 が 一 8 め 一 22 十 2 
4b? — 2b — 1 4b? — 2b 一 1 
+ 日 1 
得 到 1 + 1 
2(b 一 1) + 
1 + l 
2(b 一 1) + = 
2(b — 1) 
2 _ L 3 _ à .一 
ー ニ 1+ ーー ダー22 一 1 一 中 一 42 一 42 十 1 (14) 
8 の 一 8 が 一 22 十 2 85b) —8P —2b + 2 
! | 1 2b 
20b — D) +1= 22 —1, 14— = 
由 于 ( ) 22 一 1 2 — 1 
1 č 22 一 1 
14d 2b 
2b 一 1 
. — 2 — 
2 一) キーー ニ ーー —2(p—1) 4 20—1 L 32 — 25 — 1, 
エー1 2b 
2b—1 


+ $3 . 


.2(5 — 1) + — | 
lc -一 一 一 一 


2 -一 


45) —2b — 1 | 1 


2 —. ーー 3 -一 2.4 
— 20 —1)4 イター22 一 1 8P—4P—45 31 
4b 一 1 4b — 1 


所 以 我 们 有 
] 十 -———————————————ÁÉ——— ……. 
2(2 一 ID + —— T -- 
i 1 十 — i 
2(b 一 1) t- 
| 1 十 


_ 1 
1 
2b — 1 


` 4 の 2* — 1 8b? — 4b 


ON —M—— —À——— =. 


8) — 4b? —4b 1. 8 の 一 4 ダー42 二 1 ` 
(15) 


后 我 们 将 由 (13) 式 证 明 下 面 的 式 子 能 够 成 立 


l. 


2 一 1+ 一 一 一 一 
1 


1 + 
Xb — 1) + 


o 


1 + - 1 
2(b — 1) + 1 
1 + — 1 
2(b — 1) + 1 
Dp od. 
2b 一 1 
| | (16) 
EL C14) 到 C16) 式 我 们 有 | 
p 1455 — 8b — 2b 2o P — 1 =<, —1 
| 853 — 4b! — 4b + 1 
82 — 4P — 4b + 1 | | 
4-98 — 58 — 10 T | | 2 
85^ — 4b O00 
$12 RUE V ll = 3.3166247・ 
hi 在 (12) 式 中 取 み = 10, me 9949874355 < 9 + 
7182 7561 — vas 
99 < 9 + 291 < 9.949874372, = V99 
sei «99 < 7960 ` 所 以 V 11 


= 3.3166247…・。 
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$2. 数学 归纳 法 


数学 归纳 法 是 在 数论 中 被 广泛 地 应 用 的 方法 .数学 归纳 
法 的 用 途 是 它 可 以 推断 某 些 在 一 系列 的 特殊 情形 已 经 成 立 了 
的 数学 命题 在 一 般 的 情形 下 是 不 是 也 真确 。 它 的 原则 是 这 样 
的 : | 

假如 有 一 个 数学 命题 符合 下 面 二 个 条 件 : CO 这 个 命题 
对 ”一 上 是 真确 的 ; (2) 假设 这 个 命题 对 任 一 个 正 整 数 "一 
k 一 1 是 真确 的 , 那 末 我 们 就 可 以 推出 它 对 于 n= k CAM. 
则 我 们 说 这 个 命题 对 于 所 有 的 正 整 数 = 都 是 真确 的 。 — 

如 果 我 们 说 数学 归纳 法 的 原则 不 是 真确 的 ， 那 就 是 说 这 
个 命题 并 非 对 于 所 有 的 正 整 数 ”都 是 真确 的 ， 那 末 我 们 一 定 ， 
可 以 找到 一 个 最 小 的 使 命题 不 真确 的 正 整 数 mw。 由 于 已 知 这 
个 命题 对 n — 1 是 真确 的 , 所 以 み 一 定 大 王 1; 由 于 mr 是 一 
个 大 于 1 的 正 整数 ,所 以 ター1 也 是 一 个 正 整 数 .但 mw 是 使 命 
” 题 不 真确 的 最 小 的 正 整数 ,由 于 m 一 1 小 于 m, 所 以 命题 对 
s= m 一 1 一定 真确 。 这 样 就 得 出 ,对 于 正 整 数 m 一 1 命题 
是 真确 的 ,而 对 于 紧 接着 的 正 整 数 m, 命题 不 真确 。 这 和 数学 
归纳 法 原则 中 的 条 件 (2) 相 沖 突 . 

下 面 举 一 些 用 数学 归纳 法 证 明 问 题 的 例子 . 

例 3 证 明 吧 十 5 是 6 的 倍数 (这 里 ”是 一 个 正 整数 ). 

证 这 里 的 数学 命题 就 是 指 n 5s 是 6 的 倍数 . 
COD 当 n 王 1 时 有 站 十 5n = 6, 因而 当 w 一 1 时 数学 
命題 成立 

(2) 设 * 是 一 个 宇 2 的 整数 。 令 这 个 数学 命题 对 n = 
k 一 1 成 立 , 即 假定 
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| (b— Dt SQ Dm 
成立 , 其 中 み 是 一 條 整数 . 由 此 来 推 出 +t 54 是 6 的 信 数 . 
事实 上 ,由 归纳 法 假设 

E +5k=(k—1 +1 4 5(— Do 5 
= (k — 1) + 30. — 1 + 30 — 1) 
+1+5(k— 1) + 5 f 
=(k— +5 一 1) +3k&— Dk + 6 
| = 6(m t1 +D), 
2 


ET 4 JE— MERC AD 也 是 一 个 整数 , IRI m + 


1+ RR D 是 一 个 整数 ， 由 此 说 明 & + 5k 确实 是 6 的 


倍数 . 因 面 が 士 5z 是 6 EO EHBON TS RO TE EA n 者 成立 。 
例 4 Bt n 是 一 个 正 整 数 ， 4X15* ** hFas yis ^ ^ 5 Yn 都 是 实 


数 , 则 
Cxiyi + ct ° + xuysD e E + :- ° + x) Cyl + - - > + yl 
| (18) 
成立 


证 这 里 的 数学 命题 是 (18) 式 是 真确 的 . 

(1) 4 n = 1 时 我 们 有 xy m Gy 夏 (18) 式 是 成 立 
的 | | 

(2) 设 是 一 个 > 2 的 整数 。 令 这 个 数学 命题 对 ヵ = 


_ を 一 1 成立. WERE 


Gy rtt reyes be xk) 

X Git dc Xx | (19) . 

成 立 。 由 此 来 推出 Cey + `` + xy < iod x 
X Git c YO 成立 。 由 (19) 式 我 们 有 
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Cr キー・ 十 ya + LYD = Gp + + * 十 waya 
dox yk + 2xyykCniyi Tcr kk < C un) 
X Cyi t yka) + Ryk  2xyyGny tb xay. 

| (20) 
由 于 xi y, CEP ¿= 1, 2.…・。 0 都 是 实数 ， 所 以 我 们 有 
Xkyi 十 ziyk 一 2xiyaxiy; 一 " — x;y 2 0, 即 Lary Yi < 
xyi XiYk. 夏 得 到 | 
xiyb-b 2x,y4 Quy b c + "E | 
ーー < zr + o + y) yd bob xD. CD 
_ 由 (20) 和 QU 式 我 人 有 。 | ー 
(2 Gy dt ott + xay < Git ox xi + ctt + yk, 
Pp (8) — n 都 成立 。 | 


| 53. 连 分 数 的 基本 性 质 
设 a 是 实数 ,而 41,…, a, 都 是 > 1 的 实数 ,我 们 把 分 数 


a, 十 1 | (22) 
| "E 1 . 
a+ | 
+ 1 
nel oA 不 过 Q2) 的 写法 很 占 篇 幅 ， 故常 用 符号 こ 
1 1 1 | 
n 出さ ます (23) 
或 [ais 425" ``. 45] ーー (24) 
“来 表 未 有 限 连 分 数 (22). 


年 意 : 此 处 (24) 表示 连 分 数 (22)， 而 不 是 表示 最 小 公信 


数 。 
定义 1 当 1<4<4 是 一 个 整数 时 ， RAJE ais a tt 
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son qg asr 


MEN CC 


而 当 3«A4«» 时 , 则 有 


aa] = Pt MPE (22) 的 第 个 渐 近 分 数 | 
由 定义 1 DURÉE ER ois 2.,… ,os 有关 的 。 但 是 
| 
和 aktist taap HERA. 也 于 | 


[a] = ga = n 
所 以 有 
Bla 
gi 1 
由 于 | 
la, a] =a + 1 — 22 t 1, 
aa 43 
所 以 有 
| 
q2 2) i 
”由 于 
[a1, a2, ass] = a, + 1 c z, + L 
の + i ad + 1 
ds a. 
= a, + a, = 43022 + 1) + a 
| 454, + 1 d2, + 1 
所 以 有 | 
ps (gr22 十 1) 填 a 
の 3 422, + 1 ` 
更 一 般 地 我 们 有 下 面 的 结果 ， 


引 理 1 ibo 23m3E23412,.25,:::.2,1 的 渐 近 分 数 


EB. Bos E 出 在 这 些 渐 近 分 数 之 间 ， 下 面 的 关系 式 
1 2 n : 


成立 


Pi= 4 71. p, = «44; + 1, = an 


<59・ 


` 


pr = apr + prs qk = arla 十 gi- (255 


证 由 于 
` b — 2 
B 91 1 ? 
所 以 有 
P = Gs q! >= 
BT 
P 810) 十 1 
qz a» 
所 以 有 
bP. = aa; + 1, q; = a 
由 于 | | 
ps — 45a + 1) + ea 
4 7 d4mAcLclo `” 
所 以 有 


pic aaa, + 12 + a = apit as 

q, = ai + d = aida. (26) 
由 于 在 (22) ARA > …・。 a, 都 是 > 1 的 实数 ,所 UL qi 
qas 4; 都 是 > 1 的 实数 .由 (26) 式 知 道 。 (25 う 式 当 k= 3 時 
是 成 立 的 , 故 引 理 1 当 »-—3 时 是 成 立 的 ， 现 设 224. B 
定 (25) 式 对 小 于 而 之 3 的 整数 都 能 够 成 立 , 则 由 数学 归纳 
法 我 们 有 


i 1 
Ër 一 To， as," "dae 24] = [2152374 242 H>] 
Gk の ん 


1 
(ze + 4) Pac pas 


= n 


l 
(sa * 一 | qk— 十 ds 
dk 
ニニ Caka hmi + Dpi- + ak Pk- 
Cagak- + 1)qk-2 -十 arge 


= Gg Aa Paca + ムー) + Pr- 
ax ax—iqk]| 2 T qi) H 4.2 


E ` . 60 e 


meme me 


故 得 到 ーー | 
pr 一 ax Capua paa) 十 Pis 
qu = alarga + da) 十 gr- | (27). 
H 50 去 我 们 有 Pa mm trapet Pr- Qa 7 tilk- ds | 
WE (27) 式 得 到 pa = apra 十 Prao da = agia Y grie 
使 用 数学 归纳 法 知道 当 3 < k < n hy, (25) 式 成 立 。 故 引 理 
1 得 证 ， f 
引 理 2 如 果 连 分 数 las s ou] 的 = 个 渐 近 分 数 
是 E Ge k= 1,2, 75 0), B k Z 2 时 我 们 有 


Prga 一 Padi = (—12*, ||. (28) . 
mA k > 3 时 我 们 有 | ーー | 
px っ 一 Pig = C 14. ^ (29) 


证 O HT p = aa; + 1, 2 = 1, p = a q = ts 
我 们 有 ーー 
の の ーー か の = aa + 1— ada = 1, 所 以 当 k= 2 時 (282 
AR. WE k 223, Uk (28) 式 当 《一 1 时 是 成 立 的 , 即 
Praile- 一 Pkde = (— D, 则 由 (25) 式 我 们 有 
め ぇ 94 ュー Pragk 一 = (apra + うし / Tide + dk) 
= pealii 一 Paid 
= — (Pragi 一 Pieudk) 
= (=D = (CD. 
p (28) EBRI. 
Gi) 由 (25) 和 (28) 式 我 们 有 | 
Zx74-2 pragi = Capa  Pki)dii — Pa aad ta 
= apud 一 Pega) 
= (— 15*7!a,. 
. 故 引 理 2 得 证 ， 
| éle 


$ 4 把 有 理 数 表 成 连 分 数 
例 5 把 T ege A C 


ER RNE 
107. + 12 1 十 十 -一 1 十 1 
95 95 95 7 十 11 
12 12 
= 1 + 1 —[1,7,1, 1i]. 
Jp — 1 _ 
1 十 上 
11 
225 
例 6 把 < 43 RERI 
解 "» 
225 —-54105.54..1.5,. 1 -s+ 1 — 
43 43 43 4 十 3 44 o. 
10 10 10 
3 
=5 + 一 一 — [5, 4, 3, 3]. 
4 エナ ーー 
34 l 
3 


引 理 3 有理 才能 移 表 示 成 有限 分 数 


证 EI 一 是 一 个 有 理 数 ,其 中 a 是 一 个 整数 而 5 是 一 个 
正 整数 , 设 A 是 一 个 整数 , 即 = c, 其 中 c 是 一 个 整数 , 则 
我 们 有 Z 一 一 [c]. 
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W 人 不 是 一 个 整数 , 则 存在 二 个 整数 9. 和 ro 使 得 z = 
bq 十 ry 成立 , 基 中 0 <>, <b, BUG. 


a r 1 
b qg d = の i ñ C ) 


#1 


m gae P 一 cs 其 do E— IER 


则 由 Go 式 我 们 有 ーー » ei]. 设 一 不 是 一 个 正 整 数 ， 
| 则 一 定 存在 二 个 正 整数 qi AI ra 使 得 5 = uh + r; 成立 其 


中 O< r, < r. Pi ニー タ =, 故 由 《307 式 我 们 有 
1 
テー キーーーーー タ オーーーー。 GI) 
qt «t ーー 
チュ n 
r? 


共 中 7, 都 是 正 整 数 而 0 < r; < n < b. RR fg AERE 
数 。 即 £ Ao, Emo 見 一 バ 正 整数 则 由 GD 式 我 们 有 


ー = » qc. RA A. :不 是 一 个 正 整 数 ， 则 一 定 存在 二 个 ト 
ERR q.: 和 の 。 使 得 — ra, + r, 成立 , 其 中 EEREN 
即 得 全 =g +Z, KB (31) 式 我 们 有 | 

r2 r; . 


b ` 1 
q; + 1 
q; 十 一 一 一 
T2 
Ts 
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用 同样 的 方法 进行 下 去 ， H+T >, m fis 35 ttt 都 是 正 整 数 和 
ó > 7 >Z r; > r. >> ** *, 所 以 最 后 一 定 有 一 介 正 整数 。。 zi 
使 得 - 


fn? 2. の ヵ frn ーー - 
8 = g, + > == An+is Tn- > fn- > Ts 
P, T5 f nmi . 


成立 , 其 中 da» Qui HEER. 故 得 到 
ー == [qs Q25* ` *s qanl. 引 理 3 得 证 . | 


| š 5. 无 限 连 分 数 | 
定义 2 WR a RENT cs as, Un 都 是 之 1 的 
实数 ; 则 连 分 数 
ーー lais dzs as- agste] 
叫 作 无 限 连 分 数 ， 对 于 无 限 连 分 数 、 我 们 仍然 规定 e ー 
l k 
[ast : aj] IB E 1, 2,** ) 是 [a， G25035* ' * s dks" …] 
BAE k MADE. ILAH k— oo 时 ， —— 我 们 
` : k 
就 把 这 一 极限 叫 作 连 分 数 的 值 . 
Ku iu NORUM AR. 
ーー 引 理 4 d Las の > EEFT PELES 是 一 个 无 限 连 分 数 , Pa 
(1, 2，、…') 是 它 的 第 个 浙 近 分 数 , 则 当 守 2 HRUE 
Pk >> Pa, Pra > bka, Pa — Pa 
JAk) qk Pika Qu dau Jrk- 


证 由 于 825 F3» ^ "5 Hat tty 都 是 之 1 的 实数 和 引 理 1， 
我 们 有 qis qQ2> `" ° ° ° Qks ° "° 都 是 zl 的 实数 ，。 由 (29) 式 我 们 
有 | 
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Pxk- _ Pu — —(Padxa-u 一 Pxk-oda? 


ダァ えー い ) dik qikqx k—) 


— 1 322 
= C Da, > 0. 
| GRAki) 
k= _ Pk- — kafka 一 Pid 
Jak-a 92&-3 c dq 3 


e C— 177, > 0. 
- の 2& 一 1 の 2 ん 3 
故 得 到 | 
Puo > Pa, Pa > Pues 
JAk) 92k du gak—a 
E (28) 式 我 们 有 | 
Puk Pk a akaka — Paid — C 12 、 
-Ak Tk TkI2k Gakk- 
故 得 到 ME 
| Pak > Pat, 故 引 理 得 证 . - 
924 q2zk- 
81H 5. i [es ate, ase 1A AXERE A M 


k — oo iP » 有 一 极限 ， n 


的 .一 [25 oz ez] 
gi qa KE q7 gs | 


<. .. < Po < Pt < Ps < < b, 
qu 28 qs ダグ 4 gz 
WE 继续 使 用 引 理 4 即 得 到 证 明 . | 
定义 3 设 * 是 任何 一 个 实数 ,我 们 用 [x] 来 表示 不 大 于 
x 的 最大 整数 . 我 们 用 {x} 表示 x 一 [z]. 
例如 [4.9] = 4， 所 以 
(4.9) = 4.9 一 [4.9] = 0.9; 
[—2.3] = —3, 
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所 以 


(—2.3] = 一 2.3 一 [—2.3] = 0.7; 
[—0.8] = — 
所 以 
{ 一 0.8} = —0.8— [—0.8] = 0.2; 
[9] 29, {9} = 0; 
[—11]= —11, {—11} = 0; 
[V 21]= 1, í 2) = 0.41421356- -- 
由 定义 3 可 以 得 到 下 列 的 性 质 : 


(D x-—[xid-Íxj; x — 1 < [x] < x. 

(ID 24» 是 一 个 整数 时 ,我 们 有 [m + x] n + [<]. 

AD £P Os xcd gH [=] = 0. 

例 7 当 * 是 一 个 实数 时 ,我 们 有 0 < {x} < 1. 

证 设 * 一 x 十 y,， 其 中 z 是 一 介 整 数 面 0 ミッ マ 1. 
由 QD 和 《ID 我 们 有 | 


| [z] = [n +y] =n + [y] = n. : | (33) 
由 性 质 OD 和 (33) 式 我 们 有 | 
{x} =r — [r] =2n+ y—n= y. (34) 


HT 0 万 y 二 1 和 (C34) 式 ,我 们 得 到 o«i)-i, 

如果 是 一 个 无 理 数 , 则 有 o= [a] + {a}. + [a] = a, ` 
是 一 个 整数 ,由 例 7 我 们 有 0 专 (o) < 1, 但 (o) = 0, 因为 
如果 (e) = 0， 则 由 a = [e] + (e) 知道 a 是 一 个 整数 而 和 
假设 2 RORIS, 所 以 0 « loj < 1. 令 


«t y 则 我 们 有 o, > 1, Mm 


a= a + =a t L, . (35) 
| d " 
{a} 
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这 里 % 是 一 个 无 理 数 。 因 为 如 果 a 是 一 个 有 理 数 , 则 由 wm > 1 
和 (35) 式 知道 e 是 一 个 有 理 数 而 和 假设 “ 是 一 个 无 理 数 发 生 
矛盾 . 4 [a] = 2, 则 我 们 有 gi = m + {æ} 其 中 0 x 
[o] < L X [aj > 0, 因为 如 果 {a} = 0, MH o, = 
a; + {a} SE o 是 一 个 正 整 数 而 和 ぁ 是 一 个 无 理 数 发 生 矛 


B. > 四 一 ig 则 由 于 0 < te} < 1, RITE a, > 1, 而 
1 


ei = の + — = a, + —, (36) 
.l. 0 
[n 


iue S 时 ,我 们 都 有 中 一 [gl + (o), Riha; 
是 一 个 无 理 数 而 0 < (ej) 二 1, $ 


1 
2,44 = [o]; の > 1, 
別当 1 <: =< k 时 我 们 都 有 
O; = dua + 一 上 - = Qua 十 + . | (37) 
1 On c 


x i | 
X (yai = fg " 1l, 故 得 到 Qa = [o4] T (oun); 其 中 
0 过 la) < 1, X [eu = 0, 因为 如 果 (eza) = 0, RU 

由 于 Gi 7 [ern] 十 {err} 知道 Ol 是 一 个 正 整 数 ， 而 外 

Q7) AAT a JE TRUE GEN a 太一 た 電話 

lá. PA 0« foa) < 1. 4 aka = losa]; 

由 于 an> 1， 所 以 我 们 有 


a =. t 
en der 


= q k-+2 + d. (385 


O2 


Gk 一 9x+2 + - 
{ern} 


005. 678 


に 


BU (37) 式 对 于 i k-+ 1 也 成 立 ， 所 以 由 数学 归纳 法 知道 
(37) 式 对 于 所 有 正 整 数 i 都 能 够 成 立 。 由 (35) 和 (37) 式 我 
们 知道 对 于 所 有 正 整 数 《 都 有 | 


a = [ a, js ° "xs Gps a ]. 
例 8 求证 (3) 和 (4) 式 成 立 . | 
证 在 引 理 5 中 我 们 取 a = b, 2b = a, = a = a = 
as 一.…'。 由 (2) 式 我 们 有 
a b? + 1. = [b, 22。 2b, 22。22。…・]。 


H (2) 式 和 定义 工 我 们 有 
B-pp llo, | os 
4; xl 
T 2b 
P = b + " 
qs 2b キーーー 
< «254 d 
^ 2 
b = p+ 1 
75 2b エーーーー~ 
2b 十 — 
2b + d 
2b 


A5 5 知道 (3) 和 (4) 式 都 成立 . 
| $i9 求证 《16) 式 成立 . 
证 在 引 理 5 中 我 们 取 a4 一 5 一 1, 4 CL l, 
nea = 205 — D. 由 (13) 式 我 们 有 f 
Vb —1 ーー l, 20— 1), 1, 2(6— 1), 1, 
2@ — D, BOX 式 和 定义 1 我 们 有 
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bo bit 
q; 
| 1 
3 
1 十 | 
20b 一 1) + | 1 
2(5 — 1) + = ーー 
2(b — 1) 
B-b—1* 
qs 
. .1 _ 
1 + ! 
2(b — 1) + = 
1 + - ーー 
0014 1 
205—154. £ 


. 敢 由 引 理 5 知道 て 16) 式 成立 。 
X3X4 对 于 一 个 无 限 连 分 数 las m. 4127775 Gatteo 
如 果 能 找到 二 个 整数 ， 之 0，: 049 | 
dsi 一 aspketis È = l, 2,757, 4, k= 0。 1。 2。 
EM. WARD NEREA AAEREN 并 简单 地 
把 它 BICE ies.) a.s ðs» `> ål | 
例如 设 s 是 一 个 之 1 的 实数 ,我 们 有 ` 
V P + 1 = [b, 25]. | (39) 
MC 5 RAS > 2 的 实数 时 ,出 我 们 有 | 
V —1-[5—1, i, 268 — DI. (4 — 
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WE H OD 式 和 定义 4。(39) 式 成 立 ， 由 (13) 式 和 定义 
4 我 们 知道 (40) 式 成 立 . ` 

例 11 j, E—4 > 1 的 实数 ， 请 用 引 理 1 求 [2,261 
中 的 P. 到 ps R qi E qa RT b 的 表示 式 . 

R 在 引 理 1 中 取 a = >, 并 当 k> 2 时 取 a, = 25, 
则 由 引 理 1 我 们 有 B 


ppm b, p; = 28^ + 1, 
ps = 2b(2b2 + 1) + b = APP + 35, 
p. = 25 (AD) + 3b) + 22 + 1 = 825 + 8b? + 1, 
ps = 2b (85^ + 8b? + 1) + AD^ + 35 = 1653 + 206 + 55, 
p, = 2b(16P + 2025 -+ 55) + 8 の + 82^ + 1 
= 32/5 + 486° 4-182 l, ーー 
みあ = 25(32P5 + 482^ 十 182? + 1) + 16% + 20b + 55 
= 64b + 11255 + 56% + 7b, 
ps = 22(64 の + 11205 + 56% - 7b) 十 3205 + 48 が 
+ 182 + 1 
= 12845 + 25625 + 16024 + 322^ + 1; 


Q= 1, G= 2, 9 一 4 十 1， 
oq 2b(AP + 1) + 2b = 8 が + 4b, 

qs = 2b(8b* + 4b) + 4 が + 1 == 16b -- 1282 + 1, 

qs = 25 (162^ + 1282 + 1) + 855 + 4b 
s = 32 が + 322^ + 65, 

q; = 2b(32b5 + 325 + 6b) + 1603 十 1252 + 1 
-= 64Ë5 + 805 + 2452 + 1, 

gs = 2b (6455 + 8025 + 2452 + 1) + 3255 + 32b + 6b 

一 12827 + 19225 + 802? + 85, 


- 例 12 求证 V65 = 8.0622577482- :-, 
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证 dE G39)sÉrBHR — 8, 由 引 理 5 和 在 例 11 中 取 


Ë < uf 65 < P5, 
qs qs 
得 到 

l v55 > 16 X 8--20XxX 8 + 5 X 8 
7 16 X 8 + 12 X 84-1 
— 534568 
66305 
V < 32 X 8 V 48 XCB' 4e 18 X8? +l 

32 X 854-32 X 8 48 
.. 8586369 — 
1065008 


> 8.06225774828, 


< 8.062257748299, 


例 13 求证 V2 = 1.414213562373-- 
证 在 (39) 式 中 取 5 = 7, 由 引 理 5 和 在 例 11 中 取 


を < ツ 50 < Ps, 
q7 ds 
V > 53 X 7 + 112 X 2 + 56 x の キア 
64 X T E 80 X TE 24 X T 1 
— 54608393. 
7722793 ° 
BT ` 5 x 2 —/ 50, 
故 得 到 /2 > 1414213562373. 


s < 22 X 2 + 48 X 2 + 18 X 2 + 1 
< 32x PD432X P4-6X7 


== 3880899 
548842? 


iH 5 x 2 = 50, 
而 得 到 V 2 <1.4142135623733。 
[ コ < 
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4414 求证 W26 = 5.099019513592---. 
证 在 (39) 式 中 取 2 一 5, 在 引 理 5 和 例 11 中 取 
Ë < 26« Ps, 
q; qs 
得 到 | 
/26 < 128 X 5° + 256 x 5° + 160 x 5“ + 32 X 5+1 
| 128 X 57 4-192. X 5? + 80 X 5? + 40 


_ 54100801 
. 10610040 
JI 2 6X 9 + 112 X 5° + 56 x 5* + 35. 
64 X 55 + 80 x 51-24 X 5! - 1 
_ 5357035 
1050601 | | 
例 15 设 b 是 一 个 之 ?2 的 实数 ,请 用 引 理 1 求 [6 — 1,1, 
2(À 一 15] 中 的 pi 到 prz 和 qı 到 g. | 
解 在 引 理 1 中 取 ヵ =2 一 1。 mA k> NR a= l, 
ann 一 2(b — 12, 则 由 引 理 1 我们 有 
| p= b —1, qub, | 
p = 2b(b— 1) + b — 1 = 22 —b— 1, 
pe-9219—b—lctb-2B—d, —— 
| opp (6 — DP — 1) 28 —5 —1 
x = 4% — AP + 2b? — 2b — b + 1 
C =45—2p⁄ —3b t 1, 
p, = 4b? — 2 — 3b + 1 + 2b? — 1 = 4b — 35, 
p, = 2(b — IDC — 38) + 4P — 2b? — 3b + 1 
ー8 が 一 4 の 一 8 だ 十 32 十 1。 — , 
pi 85! — 80 + 1, 
p = 2(b — 1)(88 — 8P + 1) + 8/5 — 4P — 8P +36 1 


< 5.0990195135928, 


= 5.0990195135926. 
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= 16P — 8b — 20b? + 8P + 55 — 1, 
po = 16〆 一 205? + 5b, | 
u == 2(0 — 101625 — 202 + 52) + 162 
— 8b! — 208? + 82 -- 55 — 1 
= 325 — 165° — 485^ + 202^ + 18%? — 55 — 1, 
pu = 325 — 480^ + 1822 — 1; f 
qi= q = 1, q = 2(6 —1) + 1 = 2% 一 1, の = 2b, 
4 =4bCb — 1) + 2b —1-4P—2b—1, ` 
qi = 4052 — 1, | i ~ 
q —^2(b — DG — 1) + 402 — 20 —1 ` 
= 85 — 44? — 45 + 1, 
q = 82? — 4b, | 
qo = 2(6 — 1)(8P — 45) + 8/ — 4b? — 4b + 1 
== 165* — 85? — 125? + 45 + 1, 
go = 165! — 122^ + 1, | 
qu = 2(5 一 1)(165* 一 1282 + 1) + 162^ — 8b? 一 12b 
+ 4b + 1 = 32 が 一 16 が 一 325 + 122? + 6b— 1, 
qo = 32 一 32b + 6b, | 


9j 16 求证 V 3 = 1.73205080756- --, o 
证 £ (40) XrBE — 7, 由 引 理 5 和 例 15 我 们 有 . 


Pu < V48 < ÈR, 
gu f ` qun 


故 得 到 


J3 va 32 X 75—48 X 7 +18 X 7 —1 ` 
3 = < — (32 Xx 77 — 32 X 72 R 42) 「・ 
3650401 


= < 1.732050807569, 
(42626890) 
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- iz vas 


S SX 16X P48 XT ERXPEIXP-S-1 
7 (32 x 75 — 16 X 7—32 X 7 + 12 X 22 + 42 — 1)(4) 
3388314 | | . 


= ーー ニーーーーーーー 1.732050807567。 
(4)(489061) | | 


例 17 求证 V5 = 2.236067977499- -.. 
证 在 (40) 式 中 取 b 一 9, 由 引 理 5 和 例 15 我 们 有 
- (0 Pn < /80 < E2, 
qu qu 
故 得 到 _ | | 
ソノ テ V80 32 9 —48 X 9'- 18 x 9 —1 
”TT < 7482X9-—32X 9 F 54) 


- _ 16692641 
| 4(1866294) 


rz ツ 80 
V 5 一 一 一 


< て 2.2360679774998。 


32 X 9f — 16 X 93 — 48 X 9' -- 20 X 9' + 18 x 9^ — 46 

4(32 X 9 — 16 X 91 — 32 X 9 + 12 X 9 + 54 — 1). 

_ 15762392 

4(1762289) | 

, 例 18 求证 V7 = 2.645751311064- - . 
证 在 (40) 式 中 取 2 = 8, 由 引 理 5 RUDI 15 我 们 有 


Pu < 630825, s ・ 
qu qu 


> 2.2360679774997, 


故 得 到 . | 

/7 M63 32 X 8 —48 X 8*-- 18 X 8 — 1 
”一 3 < 3(32 X P — 32 X 8 + 48) 

_ 8193151 | 


< 2.6457513110647, 
- 3(1032240) ` 


TESTERS 


ーー ` 63 
r= Y8 x 
32 X 85 — 16 X 8° — 48 x 8'2- 20 x 8 + 18 x 8 — 41 

7" 3(32xX 85 — 16 X 8 — 32 X 8 + 12 X 8^ 4- 48 — 1) 


— 7679063 > 2.6457513110642. 
(3)(967471) 


例 19 求证 V11 = 3.316624790355- --, 
证 在 (40) 式 中 取 ゥ 10, E5138 5 和 例 15 我 们 有 


Pu < ,/99 < P2, 


gu qu 
故我 们 有 | 
Jiü A/99 32 x 106 —48 X 10*-- 18 X 10 — 1- 
ll 737€ X10 一 32 X 105 + 60) 
= 31521799 < 3.3166247903555, 
9504180 

i Y» 

1 ニー ュー 


-32X105—16x105 —48 x 1052-20 X 10 2-18 x 102 一 51 
3(32 X 105 — 16 X 10* — 32 x 105 + 12 X 109? 4- 59) 


= 29951749 > 3:3166247903553, 
9027777 
例 20 求证 4/13 = 3.605551275- --, 
证 由 例 13 和 例 14 我 们 有 


ー 26 | » | 
13 ーー ンー = 2.099012513392:** — 3.605551275・・・. 
| 2 1414213562373..- 


关于 连 分 数 的 推广 , 请 参看 华罗庚 、 王 元 着 《数论 在 近似 分 析 
中 的 应 用 》 一 书 ， 
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$6. 函数 [x], {x} 的 一 些 性 质 一 


例 21 我 们 有 
[x] - [y] & Ex + yl; ix + yb 28 (r yj. GD 
[一 [x1 十 1， 当 x 不 是 整数 时 ; 
t7 lou “ 当 * 是 整数 时 M 
证 设 x 一 2 十 ay 一 凡 十 6， 其 中 和 和 都 是 整数 而 
0 入 一 1,0 过 8 一 1 由 定义 3 所 得 到 的 性 质 (IHD) (ID, 


我 们 有 
| [x] 4- [y] => + m+ [a] + [b] 
— m + ns m + n + [atb] 
我 们 又 有 
(x) + (y) =x — lr] キター] >r y — Ue +y] 
= {r +y}, 


故 (41) 式 得 证 . 当 * 是 一 个 整数 时 ， , 则 由 定义 3 所 得 到 的 性 
质 GD 和 (HI ,我 们 有 
ーー ニー テキ 9] ニー テ ァ 二 [0] ニー* 
= — (x + [0]) = — [x + 01 = — [=]. 
当 * 不 是 整数 时 , 则 令 x = ”+ a, 其 中 4# 是 一 个 整数 而 0 < 
a < 1, 则 由 性 质 GD 和 D, 我 们 有 ` | 
[—-:]—-[—2—a]25[—»—1-41— 4] 


一 一 ?2 一 1 十 11 一 4 一 一 站 一 上 
一 一 [2 十 za] 一 1 一 一 [xz] — 1. 
ik (42) 式 得 证 . | 
例 22 设 # 是 任 一 个 正 整 数 而 人 o 是 一 个 实数 时 ， 划 有 
[elt [ace E] e o? —L = [na] (3) 
成立 . ーー 
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证 设 e= m+ a, Ehme 3 32 0 < a< 1, 
则 由 性 质 (ID 我 们 有 
[a] + [a + +| +-+- + [a +2] = [m + a] 


+ [mrar t| toe + [m + a + 821 
な 7 


= mn + 21 + |a H eoe [t], oo 


[9o] = [nm + na] = mn + [na]. (45) 
BÉ 0=< a< 1/2， 这 时 由 性 质 ID 我 们 有 | 
La] + fe + 1] Toce [af] = 0 [za], 


HH 0 <a < 二 时 ,由 《44) 和 (45) 式 知道 (43) 式 成立 。 
设 ! 是 一 个 正 整 数 , 它 使 得 二 么 4 一 一 < 1 成立 . 由 于 
当 0<i<w 一 1 一 1 时 有 |. +] =, 而 当 a 一/ < 
i 人 4 一 1 时 有 ES 一 1， 故 得 到 当 TEN 
时 ,我 们 有 | 
[al + fat 3] e [t] i-a. 


因而 由 (44) 和 45) 式 知 道 (43) 式 成 立 。 
£i 23 ix s. b 是 二 个 整数 ， b > 0, 则 有 


。 =|] + 41, o« 25] < 一 " 
b b b 


证 由 性 质 (D 我 们 有 
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故 得 到 ーー 
dz] edi 


由 例 7 和 4 > 0, 我们 有 HE} >> 0. 设 4。 一 bm 十 + 其 中 


m 是 一 个 整数 而 0 三 + 志 5 一 1， 则 我 们 有 " = x + T. 
.由 性 质 GD 和 性 质 GI, 我 们 有 — | | 
al- il- [lu 
因而 由 性 质 (D 我 们 有 
=F poni 


b 


使 用 0 <, < — 1， 即 得 到 pf} <en, 


例 24 我 们 有 | 
[2x] + £271 2 Ex] + [y] + [x +y]. 

证 Wb z = m+ a, pms 38 Xx oai 
y= s-+ b, Ks 是 一 个 整数 而 0 委 2<1. 34 2 b hk, 
我 们 由 性 质 GD 和 性 原 (UD 有 

[2x] + [2y] = [2m + 22] + [27 + 2b] = 2m + 2n 

+ [24] + [2] >m +n + m + n + [a + 2] 
= [m+ a] + [n +b] t [md nd a +b] 
= [e] + [y] + ir +) — 
同 理 , 対 a < 2 上 式 也 成立 , 故 例 24 得 证 。 


YA 数论 函数 

在 前 面 , 我 们 曾经 提出 了 几 种 在 数论 里 常用 到 的 函数 , 例 
WARA pCa), 函数 [z], {z}， 这 些 函 数 都 可 以 叫 作 数 论 
. 78 ° I | 
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数值 的 函数 。 在 本 节 中 我 们 还 要 再 讨论 几 种 数论 函数 ， 

设 a 是 一 个 正 整数 而 5 是 一 个 整数 ， 如 果 存 在 一 个 正 整 
Bim RR a = bm 成 并 ,我 们 就 把 5 UE a 的 因数 。 例如 16 
的 因数 是 1, 2, 4, 8, 16 共有 5 个 ,而 12 的 因数 是 1, 2, 3, 
4.6, 12 共有 6 个， 

定义 5 如 果 ##* 是 一 个 正 整 数 ,我 们 用 d(n) XGUR ヵ 的 
因数 的 條 数 , 例如 4(16) = 5, da(12) = 6。 我 们 把 dC) RU 
FERRAR. | 

引 理 6 iz n = peep”, 

A p.t. Pm KULCRHIUER:, 而 os, w, 都 赴 正 整数 。 
则 我 们 有 
d(n) = (Ca, + 1): Cap + 1), 
证 二 的 任何 一 个 因数 的 形式 是 
picco phm, 


0 x f, s os 
0s f, < a. 
由 于 8, 可 以 经 过 wm + 1 个 不 同 的 整数 ,……, g。 可 以 经 过 
es 十 1 个 不 同 的 整数 ,而 且 每 个 8, 所 经 过 的 整数 可 以 同 其 它 
8; 所 经 过 的 整数 进行 任意 的 配合 ,这 样 就 可 以 产生 〈w 十 1D… 
(e, + 1) 个 不 同 的 正 整数 ,而 这 些 正 整数 都 是 = ”的 因数 ,所 以 
有 d(n) = Ca, + 1)・・ Co, + D. 
3lR7 Ha. 6 是 一 个 正 整 六 而 Ca, の 二 1， 则 我 们 有 
dCab) = d(Ca)als). 
证 设 a 一 pppr， b= qh. .qm, | 
其 中 六， pus dieci Im 都 是 素数 而 itto Ons Rott Bm 
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都 是 正 整数 . 由 于 Ca, b) 一 1， 我 们 知道 这 时 任何 一 
b G = 1,0) 与 任何 一 个 aG = 1。・…。 m) 都 不 能 相等 ， 
故 由 引 理 6 我 们 有 
d(ab) = dlp- e pirqii e * qim) ー 
= (w, +1): ` EDGE D 0, + D. (46) 
又 由 引 理 6 我 们 有 
aladh) = dCpt- padli aom) | 
= (a+ 1): Ca, HIC 3-12: (0, tl. (372 
EH (46) 41 (47) 式 引 理 7 得 证 ， 
例 25 求 4(3496) = ° 
WW 因为 3496 一 23 x 19 x 23, 所 以 由 引 理 6 我们 有 
4(3496) = (3 + 1901 + 1D(1 + 1) = 16, 
定义 6 ”如果 >” 是 一 个 正 整数 ， 则 我 们 把 ”的 所 有 因数 
” 相 加 以 后 所 得 到 的 和 叫 作 ”的 因数 和 , 记 作 vc(*)。 
- 例如 32 的 因数 是 1, 2, 4。 8。 16, 32, 所 以 32 的 因数 和 是 
0(32) = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 63, 
由 于 24 的 因数 是 1。 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24, 所 以 24 的 因数 和 
是 、 
c(24) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 8 + 12 + 24 = 60. 
. B3B M m EERRKH m 之 2 时 ,我 们 有 


Hu... : 
1 + m + -- ° +m m ILU (48) 
i m 一】 
证 当 7 一 1 时 :我们 有 
Dm = @ + (m — D L m — 1 
m — 1 MEL 


BOSI = 1 時 本 引 理 成立 . 現 没 % 2. 而 当 7 等 于 1。 2。…・。 
k — 1 时 本 引 理 都 成 立 , 则 我 们 有 
1 + m + - ° + m + m = 


m — 1 


+ m* 
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故 当 7 一 时 本 引 理 也 成 立 ， 由 数学 归纳 法 知道 引 理 8 成立 . 
引 理 9 设 P 是 一 个 素数 而 / RNEER RITE 


-证 由 于 产 的 因数 是 1, poe pT P, 所 以 我 们 有 
- の (の う ) = 1 + poc p. 
而 由 引 理 8 知道 本 引 理 成立 
引 理 10 ”如 果 普 是 一 个 正 整数 而 一 好 bo， 其 中 
Pio tts Pm Jm ARATRO 3838, os s om m AP TEMERE, WI 
我 们 有 | | 
pr ha — 1 tr -— 1 
| o(0) = TC UA = 
证 M m = 1 k, 由 引 理 9 知道 本 引 理 成立 . H m= 2 
时 , 则 有 n= pip < ダー ダート 如 果 将 1 十 み 十 
«pP RA pi GB i = 0, 1, o0 FL 1e pode pt 
中 的 数 て 基 中 j= 0, 1, 7.2) 一 一 相乗 。 送 時 4 — php R 
A ARILELIBREUE LURULELNEHRGEREA 出現 一 次 。 所 以 有 
ola) 一 (1 pi : ° + REO + p, + : ** + p2:2. (49) 
Ww m = 2 hF, 中 引 理 8 和 (49) 式 知 道 本 引 理 成立 現役 
m 3. MAN 
(1 十 方士 。 Dem ent noe 
《1 + p,, + - ° + p,” | (50) 
展开 ， 出 出 现 的 者 是 4 的 因数 , 又 ”= 的 全体 因数 都 能 出現 。 而 
且 每 个 因数 只 出 现 一 次 , 故 由 50) 式 和 引 理 8 我 们 有 
oa) E ZUM — l. . pam ti -一 L 
み 一 1 Pm — 1 
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如 本 引 理 成 立 ， 
例 26 K o(450) = 2 
解 DD 450 二 2 Xx 3: X 52, 98Umspmio 我 们 有 
2ー1. ポー1 ポー1 
2 一 1 上 3 一 1 5 一 1 
= 3 X 13 X 31 = 1209, 
5138 11. ibm. EZERK Gn, 22 == 1， 则 我 们 


9 (450) = 


有 
c(mnmn) = y(m) * sln). 
证 设 m = propik, n = h... 
其 中 Pis***sPrs AK 个 不 同 的 素数 ,7。 "54 xl 个 不 同 的 
素数 ,而 wm …， a Bos Bi 都 是 正 整 数 ， 由 于 Gr, n) = 
1, 故 任何 p, (其 中 i 一 1。…・。 RSEN qg GER p d.e, 
の 都 不 相同 。 所 以 由 引 理 10 RI 


oCmn) = a(pris «pi * que si qi) 
MPO 
p—1 px 一 1 q,—1 q—1.- 
(51) 
t3] 88 10 我 们 有 


(m) * a(n) = oCp - - ptÀ) * lqfo g) 
ab" doque d get dogm d 
ATE gol gaol gl 
| (52) 
H (51) 和 (52) 式 本 引 理 得 证 
定义 7 如果 #” 是 一 个 正 整数 ， 则 我 们 把 除去 ” 本身 以 
外 的 z# 的 因数 都 吊 作 2 的 真 因 数 ， 


6 的 真 因 数 是 1,2, 3, 而 1+2 + 3 恰好 等 于 6. 28 的 真 


因数 是 1, 2,4,7, 14, 而 1 十 2 十 4 十 7 十 14 也 恰好 等 于 
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© 


28, X. 496 的 真 因数 是 1, 2, 4, 8,16, 31, 62, 124, 248, 而 . 


14-2-F44-8-L- 16 + 31 -+t 62 t 124 + 248 = 496, 
定义 8 如果” 是 一 个 正 整数 ， 当 我 们 把 ”的 所 有 真 因 
数 相 加 以 后 ,所 得 到 的 和 恰好 等 于 ” 时 , 则 我 们 把 ” 叫 作 完全 
Ik. RAWH ola) = 22 成 立时 , 则 我 们 把 * mese ad. 
例如 6,28, 496 都 是 完全 数 . 、 
引 理 12 如 果 # 是 一 个 之 2 的 整数 而 2" 一 1 是 一 个 素 


数 , 则 
(27 (27— 1) 


证 ”因为 (273, 22 — 17 — 1 成 立 ,所 以 由 引 理 11 我 们 


.e(271(27 一 1)) = e(27) -o(27— 1), 《53 
因为 2* 一 1 是 一 个 素数 ,所 以 2^ 一 1 的 因数 是 1, 27 — 1; 故 
得 到 


gC27 — D = 2" — 1 + 1 = 2", (54) 
由 于 s > 2, 故 由 引 理 9 我 们 有 ーー 
oa = 2° r= 2 —i . 655) 
H (53) 到 (55) 式 我 们 有 


c(277(27 — 1)) = (2° — 1) * 2° = 2・ (22^ — D. 
所 以 2771(2» 一 - 1) 是 一 个 完全 数 ， | | 
由 于 2 一 1= 127 是 一 个 素数 , 所 以 2・⑦?ー1) = 

64 X 127 = 8128 是 一 个 完全 数 。 由 于 28 一 1 = 8191 是 一 
个 素数 ,所 以 22. (25 一 1) 一 4096 X 8191 = 33550336 也 
是 一 个 完全 数 。 上 面 求 得 的 完全 数 。 例 如 6。 28, 496, 8128, 
33850336 等 都 是 偶数 。 直到 现在 我 们 还 没有 找到 一 个 x 全 

数 是 奇数 的 ， 


定义 9 如果 > 是 一 个 正 整数 而 是 一 个 非 负 "T 风 


u T 


^ 


nn) = Sa. 
als f 
， 这 里 >! 系 表示 一 條 和 式 面 和 式 中 的 d 经 过 2 的 所 有 因数 . 
dln 
设 m 是 一 个 整数 , 令 mt = 1. 由 定 叉 5 和 定义 9 我 们 有 
| on) = d(n). 
由 定义 6 和 定义 9 我 们 有 


a(n) = o(n). 
(0127 K 6,008) =? 
解 ” 由 于 28 的 因数 是 1, 2, 4, 7, 14, 28, 所 以 有 
s,C(28)5 = 1 + 22 + 42 + 72 + 142 + 282 = 1050, 
例 28 求 gaC62) = > | 
解 ”由 于 62 的 因数 是 1, 2, 31, 62， 所 以 有 
03(62) = 1 + P + 31? 十 623 一 268128, 
定义 10 HEB (Möbius) 函数 u(n) z&— 4 Ex 1b A 
数 , 它 的 定义 是 这 样 的 : | 
ーー l. Wr = 1FF; 
”p(n) 一 4( 一 1)?， 当 # 是 ?个 不 同 的 素数 的 乘积 时 ; 
" 0 当 ゃ 々 人 能 被 一 不 率 数 的 平方 除 尽 時 . 
”由 定义 容易 算出 MEME n 
BD) 一 1， | &22-——1, u(32 一 一 1， u(4)= 0, 
BÓ)-— —1, (の —1, qu(7)--—1, u(8)-0, 
B(9) 0, (10) —1, gu) = —1, u(12) = 0, 
eC13) = —1, u(14) = 1. | | 
LH p 是 一 个 素数 时 , 则 有 e) = —1. 
引 理 13 如果 m. n 是 二 个 正 整 数 而 (m,n) = 1。 WR 


们 有 - | 
| (mn) 一 u(m) * un), 


证 ”如果 普 或 ”能 被 一 个 素数 的 平方 除 尽 , 则 mz 也 能 够 
被 这 个 素数 的 平方 除 尽 ， 故 得 到 

| u(mn) = 0 = um) * ua). . 
如 果 任何 一 个 素数 的 平方 都 不 能 除 尽 如。 也 不 能 够 除 尽 
n, WEF Cm, n) = 1 而 得 到 任何 一 个 素数 的 平方 都 不 能 够 
除 尽 mn. 设 w 有 a 人 不同 的 素因 数 。 面 ヶ 有 ヶ 條 不同 的 素因 

数 。 则 由 于 Cm, n) = 1 知道 m ヵ 8: a + b 人 不同 的 素因 数 . 
` 故 得 到 . 
pns) = (—1)»*** = (DC n == u(m) ` ZON 
引 理 14 我 们 有 . 


(d) = 1 34 5 = ) d; 
2n ) L. n> 15. 


证 -X n= 1 时 , 则 由 于 3 Ka) = «01-1, 故 本 引 
GR. 


现 设 ” 之 2 是 一 个 整数 . 当 m 是 一 个 正 整数 而 mln 時 。 
我 们 使 用 记号 > 来 表示 一 个 和 式 ， 和 式 中 的 4 经 过 所 有 能 


够 被 m 除 尽 的 = = 的 因数 . 特別 当 m == 1 Bf, Wi > 相同 于 
lidin 
2; 现在 设 ”是 一 个 素数 , 则 我 们 有 


BD cie の ニュ ー ュ ー0 | 69 


dip 


现在 设 poo p 是 1 个 不 同 的 素数 ,我 们 首先 来 证 明 
m MORE | 6D. 


dipp . 
成立 . 当 7 一! 時, 由 (56) 式 知道 (57) 式 成立 。 现在 设 k > 2 
mai = l, "> k — 1 h} C) 式 都 成立 。 Bp | 
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ec 


S x20 ^ G5 


dip, "Phi 


Wig か:・ p 是 不 个 不 同 的 素数 和 引 理 15, RATE 


P Kd) = el HG) + 2 I 
= (1 + up ues マー uld) = 0, 


故 当 l = k j G57) 式 也 成立 。 而 由 数学 归纳 法 知道 (57) A 
成立 

. w = pie NE .pi 是 1 个 不 同 的 素数 ， 
lom... JE 1 E an. 由 于 当 z 能 够 被 一 个 素数 的 平 


方 除 尽 时 有 バク = 0. . Hi G7) 式 我 们 有 


DH) = $i ma) = 0. 


dls _ dip. pi 
故 本 引 理 得 证 ， | | 
引 理 15 be ppe pi, 其 中 pitits pm EMAR 


同 的 素数 ,而 +- an BEERS WRIA 


le の | = 2"; 
证 ss 
EN Cr | 
| | 号 KOI Xp wo 59) 
RAMUS mIIMÉES “ MM 
| | EMMLOILE (60) 
dipy"byg . ー 


成立 . 当 和 一 1 时 由 于 
HCO =1 + の 1 な 


dip 
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d& (60) 式 成 立 ， 现 设 k>2, WA m=, k 1 hf 

(60) 式 都 能 够 成 立 , 则 由 于 pus os pa 是 名 个 不 同 的 素数 和 

引 理 13 我 们 有 | | 
>` 1215 Pj lu 二 > lasa) 


dipy"p& d Pr "PR PRidipr "ps 
一 (1 十 jp 人 CD »j la(21-2*. 
dipr” Pki 


dc m= k (60) 式 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 知道 (60) 式 — 
_ 成立 、 由 (59) 和 (60) 式 知道 引 理 15 成 立 . E 


$7; m= 
1 用 数学 归纳 法 证 明 : 
G)1*2-2-3--3«4- b n(n + 1) 
= n(n + 1)G + 2). 


l 2 
GD 上 十 2 十 … 十 太一 [unt T2 。 


Gi) ”是非 负 整数 时 ,err Ca + D 含有 因子 2+ 
a + 1. | 


Gv) Cain a," < 人 | 


这 里 Gis 023 ** 5 G, 是 非 负 实数 。 

2. 将 下 列 有 理 分 数 化 成 连 分 数 : 
、50 (4 53 

(i) 12? Gi) 25° 


3. 用 连 分 数 计算 V 41 的 近似 值 . 
~. 已 知 * 的 连 分 数 是 | | 
x —[3,7,15,1, 292, 1, 1,---],- 


RR 它 的 最 初 七 个 渐 近 分 数 ， — 
5. 假设 二 元 一 次 整 系数 方程 zz by = c, a > 0, B 


(a, 12| 7 一 1， T 的 浙 近 分 数 共有 k^. 
TA UE: l | 

Xy = (— D*egaais 

i , = C(— 1H cepka * Bi | 


是 它 的 一 组 解 . EIL 2 的 第 上 一 1 个 源 近 分 数 


6. A LEOA RR FAIDE: 
(D 43x + 15y = 8, 

Gü) 10x 一 37y = 3, 

7 天明: 


o àk- 
€ Skl- pee. 


k=1 f f 
Gi) M 0<a<8 if, 必 存 在 整数 上 使 得 

[R | (2n + bF 

> は | = . -| 8a | 
8. WEBA: 当 ゃ ぇ 是正 整数 時 E 

Jua eT mI EIL 

9. i fe) = x 一 [z] — ur B3: 
St, + $) re, 
10. WE: aa) 是 奇数 的 充分 必要 条 件 是 ” ”为 一 个 平方 
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数 . 
11. 试 证 ; ][ = n, 


HE 


E [[ :表示 ?的 所 有 因数 的 乘积 ， 


IE! 


12. 试 证 : > (の ) = un). 
13. EE Fn) = 22 の 。 


Wisi) = $i F (Z ) «の» R apina. 
dlr 
14.] 9 4 5 > 0, 试 证 : ——- 
G) ”一 > 9D. ` 
GD p =n > LN 


- “15. 证 明 偶 完全 数 必 有 271027 一 1) 的 形式 ,并 且 27—1 
是 素数 . ME S S S S ZZ 
16. 设 9 是 两 个 互 素 的 奇 正 整 数 ,证 明 


x [5] x [£4 -2z2- Ex 


rp d o<k<$ 
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第 八 章 ”关于 复数 和 三 角 和 的 概念 


$l. 复数 的 引入 
如 果 我 们 只 限于 在 实数 范围 内 ,方程 | 
Cs x-Fie0 o (3). 
| mem. 则 我 们 不 可 能 找到 一 个 实数 a; 使 得 
a! + 1 一 0 

成立 . 因为 正 数 乘 正 数 得 到 的 是 正 数 ， 负 实数 乘 负 实 数 得 到 
的 也 是 正 数 , 即 当 a 是 实数 时 ,2 永远 是 正 的 ,所 以 2 十 1 永 
XR 0. 由 此 可 见 ， 我 们 必须 引进 与 实数 截然 不 同 的 新 的 


- 数 。 オ 能 使 (1) 式 有 根 。 我 们 引进 M | 
| “= —1, の 


这 里 i 是 不 同 于 实数 的 新 的 数 , 它 是 (1) 式 的 一 个 根 ， Rue 
它 叫 作 单 位 纯 虑 数 . ー 
RELA rH BOSRE RERO, TEL BER] 


Fl, デー の ーー ち ñ= DD = 1. (3) 
我 们 规定 如 一 1, 当 和 是 一 个 正 整 数 时 。 我 们 使 用 相同 


于 (3) 式 中 的 计算 方法 可 以 得 到 

o geh 一 1， HH =j, ¿+ 一 一 1， ji" ij. l (4) 
我 们 把 形 如 | ーー . 
l z= a + bi G 


POTE 其 中 a, 5 都 是 实数 而 i 满足 (2) 式 ( 有 时 我 们 
e PaRidu/gW D; < 叫 作 复数 = 的 实数 部 。 bi 叫 作 复数 = 的 
. ÈH, 2 WEIERUR RE, i 叫 作 单位 纯 虚 数 ， 当 ¿= 0 时 ， 由 
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(5) 式 得 到 z — a, 就 是 实数 a, 所 以 实数 是 复数 中 的 一 部 分 。 
当 “一 0 时 , H (5) 式 得 到 s = 5, 如果 50, SUITE 
z = bi 叫 作 纯 虚数 . | BEEN 
在 实践 中 我 们 发 现 , 复数 的 加 减法 可 以 按照 代数 式 a + 
.Bx 的 加 减 规则 来 作 , 即 : 实数 部 和 实数 部 相 加 ( 减 ); 虚 部 和 庶 
“部 相 加 ( 减 )， 
例如 
C104 + 117) 十 《1001 + 1037) = (104 + 1001) 
+ (11 + 103); = 1105 + 114i, 
. (1003 + 104;2 — (1002 一 10007) = (1003 一 1002). 
+ (104 + 1000); = I + 1104;, 


两 个 复数 
z = aà + bi, n= a t bn 
相 加 的 规则 是 
zı + z; = (a, + hii) + (a; + bà) . 
—(aca)ct( tài (6) 
两 个 复数 | 
z = a + 54, z = a, + bå 
相 减 的 规则 是 | m 
£i — az. 一 Ca, + bit) — Ca; + の 
= (a — a) + Ch -&i D) 


两 个 复数 x = a + bú 和 z = a + bi, RAH €A] 
的 实数 部 和 虚 部 分 别 相等 时 , 才 称 这 两 个 复数 相等 ,如 果 = 
z2 那么 a= a, b. = b 反 过 来 也 对 ， 
复数 z = 0 的 意思 是 指 a 一 5 一 0; 反 过 来 。 如 果 z = 
一 0， 那 么 s テ 0.. 
= Øl E^ Gee 3)—i=3 + (VE ー のち * 和 
y 都 是 实数 ， 求 * x Hl y, 
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解 ”根据 复数 相等 的 条 件 得 到 
j + 3 =3, 
ー1 テツ 2 —y. 


3 一 V3 27 一 


~ 复数 s 一 a + bi 的 绝对 值 ( 有 时 也 电 作 模 ) 就 是 指正 的 


实数 Ve 十 P. RDA |a 十 好 | 来 表示 z 的 绝对 值 , 因此 有 
la + bijl = | a! + が. NO 


例如 
| |3 + 4i | = /33 + 42 = 5; 


Va 
V4 4 ` 
”我 们 把 复数 a — bi UBER, eta ti ESpe m 


记 作 | 
| | z = a — bi, ` (9) 
我 们 也 把 复数 z = a + bi i 叫 作 复数 a — bi ENEM. 
由 于 
| la+ |= AFP TB, la — bi] = /2 十 《一 总) 
= a + P, 
所 以 互 为 共 示 的 两 个 复数 的 绝对 值 相等 ， 


两 个 复数 相 乘 ， 可 以 按 代数 式 act bx 的 乘法 规则 来 进 
行 ,只 要 把 六 换 成 实数 就 可 以 ,例如 
(Cat bi)Cc + di) = ac + adi + bci + bdi? 
= ac + adi + bci — bd | 
= (ac 一 bd) + Cad + bc»), (105 
两 个 复数 相 除 , 可 以 先 把 它 写成 分 式 的 形式 , 然后 分 子 、 
分 母 同 乘 以 分 母 的 共 统 复数 ,转化 为 相 乘 的 运算 ， ACRI. 如 


。92 で 


计算 
2 (a + bi) — (c + di, 
应 该 先 把 它 写 成 二 Ce, d 不 能 同时 为 0)， 


at bi _ (a + biDCce — di) _ Cac + bd) + (bc 一 adi 


c + di EP + di)(c — di) | c? + d 
= 2° 5d y be — adi I E aD 


td の キキ の" . 
例 2 计算 422 + (3 — 40. 


(3 — ay = l2 20-4) 
解 C1 + 2) G 8) 3—4 (3 — 4193 + 4). 
a _3 b A£ 6 + 82 _ G — 8 + (4-6) 


9+ 12i — 12 — 16? — 9 + 16 
= —5 + 10, — 1 + 2; 
25 (5 ° 


议和 S1.** "o 8,25 n 个 复数 ， 为 方便 起 见 ,以 后 用 求 和 记 - 
= > 来 表示 7 个 数 之 和 ,例如 — | 


Zamata “十 wo。 
由 (3) 和 《47 式 我 们 有 | 
D = i+ Ë+ PR+i+ B+ ++ 
k=1 : l ーー 
—i-l—itlti—-l—ictl-e0 | 
例 3 设 * 是 一 个 之 2 的 整数 而 a, sun n E | 
数 , 旭 我 们 有 | 
| rz ‘za| 一 In] ° [zl [esl 
WE dE z = a+ bi, z= c + di 人 一 个 复 数 ， B Co) 
ARITA 
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Inn] 一 V/ Cac — bd. + Cad + bey, m = ya + bB, 
gl ニダ マオ di, 
其 中 ERA EXP ls2l 都 是正 数 . 我 们 又 有 
(zz アー (zz 一 5422 + (ad + bey 
= g?c? + D? + aua が と < | 
| = (a^ be + dD = Calla DA. 
”武当 n = 2 时 例 3 成立 。 MER k >33, fM 等 于 2， 
ゥ っ ん 一 1 时 例 3 都 成 也 ; 则 我 们 有 
dz meal = Lnd nl eel laud 
= [nlla [zal s 
故 当 n =k 时 例 3 也 成 立 ， 故 由 数学 归纳 法 知道 例 3 成立 . 
例 4 i* ^ 和 z, 是 二 个 复数 ， RATS £ + zz | < 
lz] + doni. ーー 
AE WB ona, m = c + di, EHR a,b,c d EE ` 
实数 ， 则 我 们 有 | 
Jaf 1m — [a + z]? 3 | 
= (Va + P Nf eh ry Ca + ey — C + ay | 
— dd gd Ia tn. Vein 
— 2 — ¿2— 2ac — 2bd — b — d? | 
= 2 a 十 P. c + d: — ac — bd), 
由 | ーー 
(a + bC? + d?) 一 (ac + bdY = (be 一 ad) > 0, 
故 得 到 ーー ー 
(al + lal? la + ulmo, 
Bal; | sl 和 1z, + aH UIN 改 例 4 得 证 。 
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$ 2. 角 的 概念 ;正弦 函数 和 余弦 函数 


我 们 可 以 把 角 看 作 是 一 条 射线 
在 平面 内 绕 着 它 的 端点 旋转 而 生成 
的 . -射线 旋转 的 开始 位 置 叫 作 角 的 
始 边 ， 射 线 旋转 的 终止 位 置 叫 作 角 
的 终 边 . | | 

如 图 1 rh, 04 是 角 “ 的 始 边 ， L 
OB 是 角 “ 的 终 边 。 | 
| 在 直角 坐标 系 中 ， BEKE * 轴 为 角 的 始 边 ， 威 点 为 角 的 
頂点 . 为 了 区 别 射线 绕 原 点 旋转 的 两 个 方向 , 按 反 时 针 方 向 
转 成 的 角 作 为 正 角 。 

关于 角 的 度量 方法 有 二 ATTON, ERONEN 

学 中 都 采用 弧度 制 ， 所 以 我 们 只 


— 制 的 ,使 用 起 来 较 方便 ). 
20 Ses TE E ERIS: 
BOBO, REPE 1 弧度 的 角 。 例 如 ， 


等 于 R ， 而 半径 .04 的 长 度 也 等 于 
92 R; 这 时 我 们 说 40B 就 是 1 弧度 

的 角 ， 用 弧度 作 单 位 来 度量 弧 或 角 的 制度 , 叫 作 弧度 制 .。 
为 了 方便 起 见 ,我 们 可 以 取 半径 了 等 于 1。 这 时 如 果 弧 的 

长 度 等 于 1, 那么 ”这 个 弧 所 对 的 辆 心 角 。 的 弧 度 数 。 也 等 于 
. 1, BẸ al, | 
———— Ain 


ZA0B = 1 弧度 ,可 以 写成 < AO B = 1; 如果 “一 工 3t 


$ 


RIXUEM CES 35 RT 2 ーー 


在 图 2 rh; JAB CHAB) WKE a 


度 (这 里 我 们 定义 半径 为 二 的 圆 的 圆 局 的 长 度 等 于 z, 就 可 
以 写成 c 一 


”由 于 半径 RR 等 于 1 时, 圆 的 圆 局 长 度 等 于 2*， 因 此 整个 
圆周 所 对 的 圆心 角 就 是 2z 弧度 , 而 在 角度 制 中 是 3600. A 
此 ,可 以 得 到 

360° = 2z WE, X m 3.14159265・・・ 
由 此 可 以 推出 : B 


因为 180° 一 = 弧度 :所 以 — 
| 1° = ES 弧度 = 001745329298. 


pm" 利用 上 面 的 
关系 式 ,就 可 以 进行 角度 与 弧度 的 换算 ， 
@ 5 把 67°30’ 化 成 弧度 . 


R 因为 ”67°30' 一 67 iE. | 
所 以 7°30 = = = -ME x 67 — 


_ 135m 
360 弧度 = 二 EA 


例 6 把 E z 弧度 化 成 度 。 


* 
` 96 ° 


3 180° 、 3 ° 

解 r: + 弧度 一 一 一 X 377 108 

注意 : DUE UE" FBR, 例如 我 们 写 “ 就 表示 o 
弧 度 . 

设 一 条 射线 从 始 边 转 到 
终 边 ， 形 成 的 角 是 a 《如 
3). WRM e 角 再 按 反 时 针 
方向 转 一 图, 得 到 2z + o 的 
角 ; 转 两 圈 , 得 到 4x + o 的 
Here :一 般 地 从 角 再 按 
反 时 针 方 向 转 "RE, 得 到 
2na + a 83 fB , 类 似 地 ,从 a 
角 再 按 顺 时 针 方向 转 ” 圈 ， 
得 到 一 2nz-d- a 88 ff. 

— 值得 注意 的 是 , 这 些 角 都 有 相同 的 始 边 和 终 边 。 Ka 
Vi: 对 于 同一 条 终 边 (注意 始 边 总 是 取 在 正 x 轴 ), 可以 形成 
下 述 形式 的 任意 转角 ， | 

20: +o (n0, £1, + 2,...), 

n 取 正信 时 ， 表示 反 时 所 方向 诡 转 ; n 取 负 值 时 ， 表示 顺 时 针 
方向 旋转 。 

定义 1 在 直角 坐标 系 中 ， ix oe 是 顶点 在 原点 ， 始 边 为 正 | 

! ay "HRERS, AXED 
ij EfÉ—4,04-r.AHS ` 
AERA y, 我 们 把 ー HE 
“的 正弦 函数 , 记 作 sina, BD 


。 y 
sin à = —. 
f 
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定义 2 在 直角 坐标 系 中 , 设 “ 是 顶点 在 原点 , 始 边 为 正 
z 轴 的 任意 角 ，。4 为 它 的 终 边 上 任 一 点 。04 =r, ARER 


X Gs y), 我们 把 T 叫 作 “ 的 余弦 函数 , 记 作 cosa, 即 
| cos = =, | B 
我 们 容易 证 明 下 面 的 八 个 公式 都 成 立 ( 请 参见 高 中 一 年 
级 的 数学 课本 ). 
cos 0 = 1; (12) 
. sin nx + à) = sina. (n = + 1. +2,9, (13) 
cos (2nz + o) = cosa (n = + 1, +£ 2,:-::). (145 


sin (— a) = — sina = sin (x + œ) = cos( Z + a). I 


05) 
cos(— a) = cosg 一 si (Z + a). C16) 
cos (x + a) = — cosa = sin (27 + a). (17) 

| cos (27 + æ) = sina, | (15 
o cos (a + 8) = cosa * cos — sina > sing, (19) 


(13) ACR 4) 式 ) 说 明 , 从 角 4 再 多 转 2x 的 整数 倍 那 
样 大 的 角 时 ,正弦 函数 (或 余弦 函数 ?的 值 不 变 , 这 个 性 质 叫 作 
正弦 阔 数 (或 余弦 函数 ) 的 周期 性 , 2< 叫 作 它 的 周期 

利用 正弦 沙 数 (或 余弦 函数 ) 的 周期 性 , 求 大 于 2z 的 任意 
角 的 正弦 函数 《或 余弦 函数 ) 可 以 转化 为 求 不 小 于 0 而 小 于 
2x 的 角 的 正弦 函数 值 (或 余弦 函数 值 ). 


由 (16) 式 得 到 sn 二 一 cos0, 故 由 (12) 式 有 sin = =1. 


... 


HOC 和 (17) 式 有 in = cosa = —1, dE C9) 式 中 取 
= — o, 则 由 《12), (16) 和 C25) 式 我 们 有 
| = cos0 = cose * cos( — a) — sina * sin (— a) 
== cosa 十 sina, ` (20) 
H (125 和 (20) 式 我 们 有 sin0 = 0, 因而 使 用 (15) 和 qn 
式 我 们 有 | 


. t 
sln x == cos = cos 一 - = o, 


2 
由 (12)。 03), Q4) AM sin0 = 0 我 们 有 


` sin2x = 0, cos2z = 1, 


故 得 到 
sin0 一 0， sin =], sina-0, sn27=-1, 
2 2 
sin 2z = 0, | | (21) 
` cos0— 1, cos = 0。 cosz = — 1, cos 2 = 0, - 
2 2 . 
cos 2z = 1, ーー ーー 7 (22) 
由 (18), 1 の 和 17) RRIA | | 
sin (z + B) = cos (+。 + € + = 一 cos et + D cos ñ 


ーー sin (= * a) ing = dno - cos + cosa ・ sin É. 
(23) .. 
24 o 是 任 一 个 实数 时 ， 我 们 将 介绍 一 种 方法 ， 使 用 这 个 方 


法 可 以 求 出 sina I cos a 的 近似 数值 . | 
24 a, 是 一 个 实数 时 ， 我 们 可 以 求 出 一 个 整数 mm 和 一 个 实 


数 使 得 m = 2im + G, 成立 其 中 ー そ さら 由 


~ | e997 


(13) 和 14) ARTEA 
sino, = sin (2mz + £i) 一 sin £i, 


cos, = cos (2m= + B1) = cosi, 


(x^ «B < = h, # QO5)Rm Q6) xdi a = — 
T NRTA ーー . 
—À == em 


由 于 


得 到 


(GD AŽ < «ERE OS 和 7) 式 中 取 ぁ = 


P, — =, 这 时 我 们 有 
sin f, = sin (z + 8, — z) = sin (x — Bb), 
cos, = cos (z + f, — z) = — cos (f, 一 m), 
由 于 | 


qm uae 7* 时 ,在 (17) LOIS) AHR e= 
Bi —, 这 时 我 们 有 | 
| sing, = sin (2 + 8, — P = — cos Q 一 =), . 


| . 3n 
cos, = cos (2 + 8,— =) = sin ( 一 =). 
L 2 B, 2 £i | 


2. 
ET 
5x Tr 
= < 8, < °=, 
4 
得 到 ーー 
E" x 
E 
み ー プ 1 で ォ 


”由 于 sin (— æ) = — sina, cos( 一 o) = cosa 和 上 还 
的 ①。 CID, (HH1) 三 种 情形 ， 我 们 知道 如 果 想 求 任 一 个 实数 
œ 的 sin o, 和 cos o, EAER 可 以 化 成 为 求 sin 8 和 cos8 有 关 的 l 


问题 ， 其 中 < <=. る 01 =1, X$ 1121,21 = 
Ix2=2,31= 1X2X3 = 6, ffi n> 4 NR nr = 1>x ` 


2 XxX 3 Xx .… X n dESRIARIIESUSM O< << 012 kf, 


可 用 
> (Ligen (m. — xh sin z, 


(2n + DI 


E 0.12 < x < 0.4 时 ,可 用 M 


| 4 (—1)y xh" 2 
IM: sti) 来 近似 sin x。 
当 04 <e <T 时 ,可 用 


* 101 。 


S CD (ml ャ ー デ + E ae 


=o Qant 1)! \ 120 5040 
使 用 这 些 方法 来 近似 sin z, 我 们 至 少 可 保证 在 小 区 点 司 的 前 


六 位 数字 都 是 准确 的 。 在 实践 中 我 们 发 现 当 0 < r< 0.04.. 


时 ,可 用 
> つが z (mi - | z) 来 近似 cos x. 


. 24 0.04 < x < 0.16 时 ,可 用 


Cc z^ ティ * y 来 近似 cos 
E 253 ( 即 1 一 £ + T) 来 近似 cosx: 


| 当 046 «2 05 mm 


s 全 D x" ( ーー — Ost. ` | 


(M 0.5* «e 0.786 时 ,可 用 


人 


am Qn) 2.74 mt 40320 


”eosx。 使 用 这 些 方法 来 近似 cosa, 我 们 至少 可 保证 在 小 数 点 | 


后 的 前 六 位 数字 是 准确 的 ， 
例如 c 
sin 0.12 一 0.119712207 +-+, 
可 是 m 
12 — QUY — 0.119712, 
| | sin 0.4 = 0.389418342・・・。 
可 是 | 


s 
4 一 所 全 d = 0:3894186- +. 


1020 


1 


| 
o -— 0. 


7 —— 


故 由 (CD 有 


dn = 0.707106781- --, 


= z m? 7 ; | 


一 — . —u a 


_— “< . 
4 6 x 4° 120 x 4° 5040 x 4? 
== 0.7071064・・・。 
cos 0.04 — 0.999200106・・・。 


I i2 
1 一 2017 = 0.9992, 


cos 0.16 = 0.987227283---, 


2 4 
l — oy + (16 = 0.9872273- --. 


cos 0.5 = 0.87758256・・・。 


(0 D (0.5)' 2 ーー = 0.8775824---. 


m—-  — ——F  — — 


24 


cos = 0.707106781…・。 


xm デオ - zx ーー . z^ 
2X4? 24X4* 720 X 45 


8 . 
+ ーー テーーー = 0.7071068.…。 
40320X 48 


我 们 现在 使 用 这 种 方法 来 求 sin 90, 
由 于 | 
90 = 28 + 2.0354056…・。 
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一 一 一 一 一 -一 一- 


sin 90 = cos( 2.0354056・ e z) — cos 0.464609-- -, 


故 可 用 
ゞ に 5* (e y ~ sin 90. 
由 于 


- 6 
1 — (asus) " 《0464609 (9.164602) 


= 0.89399, 


故 得 到 
sin90 一 0.89399. 


53 万 数 的 指数 式 
如 果 我 们 定义 | | 
e? 一 cos + isin0, - . (24) 
其 中 9 是 一 个 实数 ， 那么 复数 z= Ceos の + isin8) 就 可 以 
”表示 为 简单 形式 ` 


. z = reo, 


其 中 是 一 个 实数 ,而 = = re? 称 为 复数 的 指数 式 . 
BE, ee 是 作为 一 个 记号 引进 来 的 , 它 代表 复数 cos8 十 
ising. 由 (21) RL Q2) 式 我 们 有 | 


e? = cos 0 + i sin0 = 1, e ーcos = + i sin = =i, (25) 


-i = < | | 3 3x 
es = cosz + t sing: = — Mr = =j, 
i f . 2 


Q6 

役 ヵ 是 一 个 整数 而 9 是 一 个 实数 ， 则 由 (13) 和 (C14) 式 我 们 有 
eint 8) 一 cos (2xn 十 8) + isin (2zn + 8) 

= cos Ü + i sin = e”, B (27) - 


由 (20) 式 我 们 知道 ee 的 绝对 值 等 于 1。 RT | 
Jej = A/ cos?B + sin == 1, (28) 
引 理 1 16,810, & 4338.6 
NOD 
证 由 (24) 式 我 们 有 
et s ei = ( cos 8, + ¿sin 0,)( cos 6; + ¿sin の ) 
== cos; ・ cos 0, + f sin 0, . sin 0 + i sin 8, 
・ cos6。 + icosÓ, * sin の 
一 cos 0, ` cos — sin 0, - sin 0, 


+ iC sin 0, - cos; + cos@, > sin 0), 


dg (19) 和 (23) 式 我 们 有 
の の + e 一 cos (0, + 0,) + ¿sin (6, + 65. (29) 
H (24) 式 我 们 有 


eee) — cos (6, + 02) + isin CO, + 0D. (30) 
H (295 3X8 (30) 式 知道 引 理 1 成立 | . | 
定义 3 i 是 一 个 非 负 整数 而 z = a + bi, 其 中 a, b 
都 是 实数 ， $ e = 1, z = z, M o2 时 我 们 说 复数 = 的 = 
次 方 就 是 > 个 zx 的 连 乘 而 成 的 , 即 


z” = mmu 
w  — 


ni 


引 理 2 i n 是 一 个 正 整 数 , 0 是 一 个 实数 ， 则 我 们 有 
(ety 一 eè, 
证 当 ヵ ヶ 々 王 ! 対 由 (ey = e?, RASER. MEIR 
k = 2, 而 当 な 等 于 1, 2,*- ・ ぅ 々 一 1 t$ 2&3 SERE JU ERST] 


理 1 我 们 有 
(ek = (eie) . "i = gi(K700 , e"? -== etke 
改 当 = 一 下 时 本 引 理 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 知道 引 理 2 成 — 
立 。 | 


トー 
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例 7 o | ーー 
` sine 十 sinf + sin y = cosa + eosp + osy = 0, 
请 证 明 | 
(gelo ét) 一 cdo 十 m 十 er 
RA. 因而 有 | | 
3cos (a + 8 + y) == cos 3 + cos 38 + cos 3 了 。 
3sin (a + B + y) = sin 3 + sin 38 + sin 3 ア 。 
证 我 们 有 
Ca + b + cx +P +e ab — be — ca) 
= a + ab? + ac! — ab — abe — ca^ + ba + b° 
| + be? — ab? — Pc — bea + ce! + eb + e 」 
— abc 一 bc? — c?a | 
= og + Ë + 3 + ba L b — ct ca + ab! 
— ab! + ac? — c?a + be? — bc? — Bc + cb? — 3abc 


3abc, ` ` |). QD 

我 们 令 | 
aum de, b= eh, ¿= e 

“由 于 假设 | 

: sing + sinf + sin y = cosæ + cos + cosy = 0, 
故 得 到 | | 

a -k bk c == e + et et cosa + isina + cosh 

. + isinf + cosy +isny=0, . | (32) 
H GD 和 2 式 得 到 | 


《eicy + € cies + Cery = Bele « elf . e't, 
| 由 引 理 1 和 引 理 2 即 得 到 
. -3 elat+ét+yr) mm csic + £948 十 er 
故 例 7 得 证 . 
例 8 证 明 (sinx * ie) = の (ター 


ef06e  - ーー ンー 


x 


. | 证 由 引 理 1 和 (25) 式 我 们 有 
O EFTA mm einh o ett m (eTe m Ci eis 
= (icosx + isin ( —x))" = ( sin x + icosx)^, 
故 例 8 (ut. | 
例 9 证 明 恒 等 式 
sin (a — 8) sin (y — 8) = sin Cæ — ô) sin (y — 8) ` 
" ーー E sin (a — y)sin (8 — 8), 
证 HT | 
Qa! — Ce! — の) + (e 一 exp d?) 
. = 2⁄2 一 dh — 24 bq? + EB gun 
-Pet cd | 
= aic? 一 adt + の ガー pe 


Dad C33) 


E a = e, b= =s, c= er, d= e, 
出 我 人 有 。 。 _ C 
(Qa? — Le — の ) = Cel 一 eye 一 e f 
= geth) 。 ( ea — 一 Kg 一 の ) ) . ・ eiltr+3) 。 (efr 5 — a-i) 
= citet HO cos (a — B) + isin Ca — 8) | 


一 cos( — Ca — 8)) — isin(—(a — 8). 


c dsinC—Cy — 8))) | | 
= eetyt の (2zsin(g — BD) sin (y —8)) ` 
・ ーー4 の et の sin(g — B) sin Cy — 0). CO 
(2 二 qe - bD) = (eta 一 gue (uL QE ` s. I | 
= cet の Cote の 一 ea alr tC elm — gr) -| 
ーー4ee49frt の sin(g 一 の )sin(yー の . (35) 
(a! — G — d?) = (giis — の の (ee — の) m 
= ee の Cefe- の 一 Lune C 一 ey 


・107・ | 


— M ——— 29 «4 1 - 。 - : , MEL 


X (cos Cy — 8) + š sin Cy —8)— cos( — (y ー め ) ーー 


= — 4g nt EHRED sin Co — y) * sin (8 一 8). (36) 
由 G3) 8I Ge) 式 我 们 有 - 
- 一 4citctptrtsin(a — p) sin Cy — 6) 
= — 4e'te+TpTr+5) sin (y — 6) sin (y — 8) 
— 4 e rtP ri? sin (æ — y) sin (8 — 8), 
由 于 eetgtyt2) ue 0， 可 将 一 4ere+retrts) 同时 除 以 上 式 中 的 
.两 边 , 则 例 9 得 证 ， | E 
引 理 3 设 ” 是 一 个 正 整数 而 z2= a+ bi 是 一 个 复数 ， 
则 当 z > 1 时 我 们 有 


m 1-21 
p I—z^" 
证 当 w 二 1 时 我 们 有 
so=+ 2 一:) n ー ダ 
1 一 を ュー 


故 当 # =1 时 本 引 理 成 立 ， 现 设 * 之 2, 而 当 7 等 于 1,2,…， 
4 一 1 时 本 引 理 都 成 立 , 则 我 们 有 


k k—1 
— 4k 
. 22 = 2" rm = le 


Bn TER mam" 3 成 
Y. | i ' . 


OBIBA 我 们 有 
n-i E sin re 
u や sitotmg) == TTE). 2 s 
m=0 sin -€ 
2 


其 中 是 一 个 正 整数 ，qp 六 2z。 其 中 7 是 任 一 个 整数 ， 即 
[2] = Oz! 表示 *ー[>]。 见 第 七 章 的 定义 3)， 


108 。 


证 | すそ 0 diff 9d. - 册 引 理 3, 我 们 有 


inp, ing ー ing > 
一 2 — 2 p e 
Ses mle e e (e ー ) 3 2 
1 一 ef? P. P EA 
m-0 e? (e? — e 2) 


sin — 
2 


将 上 式 两 边 同 时 乘 以 ee, 则 本 引 理 得 证 ， 
9l) 设 "是 一 个 正 整 数 而 {2 *] <o, 则 我 们 有 


np 
5—1 . sin 1 
>` cos (0 -- mp) = ` cos ( p)» (37) 
m=0 in — 
sin. 2 
n 
sın 2 . n—1 
5 sin (8 + mo) = 7 * sin (e+ ^e). (38) 
P 
证 由 引 理 4 我 们 有 
n-i *—1 
> cos (9 + mg) 十 i> sin (8 + mp) 
m= 0 m-—0 
. 4 
sin っ 


* 109 = 


-一 -一 -一 一 一 一 一 MM MAN 


4; 2 pn— 1 
- P 2 
2 2 
^ Bi 
| . な の | 
sn > i .5-—1 
Se mp - g7 cos(9 + ) 
sin — . | 
. 2-1 sin 
| | X i (M dn "D- 一 一 
| "=0 sin — 
Lo. 2 
, 1 \ _ 
x sin ( z2 )) 0. 
EC | 


ELI p= 0, I | "nonne 


nO | . 
n sin 一 
Sleosm0 = —— 2 . cos G + 120. | (39) 
m=i ーー f ..0- z ・ 
"=i sin — > 
2 
= 
on ` sin — 


. sin — 


24 | | | . (40) 


— 在 例 10 中 取 の =26。 MM š 


. M cos (2m 一 120 = sin nð ・ cos nO; (412 
| mel sin @ . | 


* 110.* B 0T 


EN 5 


> sin Qm - De- ET . | (42) | 
$ 4. — EE 
设 w 是 一 个 之 2 的 整数 而 + 是 一 个 0 <, < m — 1 的 
整数 。 由 て (24) ARTA 
lar 」 ; sin ?zz 


RA 
e? xi = cos- + š 
m 


由 引 理 2、 (2 の 和 Q5) 式 我 们 有 
| (eri っ)” = er = 1, 
JE ERE se = 1 的 复数 z 8 mA, RH 


e^t m z 


其 中 ;一 0, esum 1, a HERR A 
a = b (mod m), KE a = b mr, 其 中 上 是 一 个 整数 。 Bd 
引 理 1 M (27) 式 我 们 有 

eiS — ¿mitad — ¿Mt . glai = e r3 ーー (43) 

设 a, b, < 都 是 整数 且 满 足 同 余 式 a + b = c (modm)， ` 

MWA c= ad b + mn 其 中 上 是 一 个 整数 。 由 引 理 1 和 (27) | 
式 我 们 有 | 

| ei = et m ei E i i (44) 

在 计算 三 角 和 时 , 常 使 用 (43) 和 (44) X. 所 谓 三 角 和 

就 是 形 如 >，ehk2 的 和 ,其 中 Hz) 是 实 函数 ,而 x 通过 预先 指 


定 的 某 些 整数 .本 节 只 打算 讨论 几 种 简单 三 角 和 的 基本 性质 . 
引 理 5 设 ” 是 一 个 正 整数 而 * 是 一 个 整数 , 则 我 们 有 

| くつ tm n, H n]a 时, 

> elsi ^n = l M na 时 


= 0 


eate O. 


ATK nla 时 我 们 有 — 
. n-i . st | : 
: > cos ram = 5, > sin Zzam = 0, 
m=0 . . 
Sa f 时 则 有 


2-1 


ノブ アワ の 2 2xam 
————— s = 0 
cos n Px sin - n . 


m=0 m= 


证 当 nia hf, i On 和 (25) RA em = 1, Wifi 
3e == 5. 


m 


当 n4a 时 ， 则 由 (27) 式 知道 ess „Æ 1, PTULERS| E 2 2 和 


|o. JERIA 


L i 
— f aui 
Sem lS ety c Lo Gi 
7-9 1 一 eria 
— dela - 
alod a 
1 一 eri $ : 


引 理 6 T E NEER, 则 我 们 


£ 
> -| < min sin (a, [su 


sei " 
其 中 min (o, ーーー ) AR” E - P riene 
一 个 . mS ` 
20 UE Bite REEK, 则 er #1, 这 肝 由 引 理 2 和 3 う | 
有 
| . Zero = Sando islam "— gts m 
ie e »E e Se > 
うど 1 — c? tino : 
ーー の | (45) 


< 112 


OE 


由 《287 式 我 们 有 
| dem ut, 
EPI 4 R Q8) 式 我 们 有 
ロー ene | e 1 + [emm] = 14122, 
又 由 例 3 和 (28) 式 我 们 有 
1 一 ein | = eee (eu 一 e=") = | == 一 ent] 
= | cos( 一 ze) + sin( 一 oe) 一 cosna — i sin za | 


一 2| sin ro|， 


故 由 例 3 和 (45) 式 我 们 有 | 
5 i | | emia | 1 一 ezrian 1 : 
cz om < =< 一 一 一。 (46 
> |1 一 e| | sin xo | (46) 
由 例 4 和 (28) 式 我 们 有 ーー 
dz einem « Ni |- =n (47) 


由 (C46) 和 (47) 式 知道 当 0 不 是 整数 时 , 引 理 6 成立 ; 当 “ 是 
一 个 整数 时 , 则 由 于 ., sin ze = 0， 故 引 理 6 也 成 立 ， | 
引 理 7 ix^ "是 一 个 = 2 WER ARIE. 
| | ens 一 一 


eiui — 1 


证 当 ， 一 2 时, 则 由 Q6 S AERE. 现在 设 
“之 3， 我 们 有 


eso -)- ient Eben 


= Ca — Det + > a — Denis — > pem 


iB Bet. | | (48) 


LII 
«13 * 


故 由 


由 引 理 5 我 们 有 


e? TES 1 = 0 
和 (48) 式 知道 引 理 7 成立. 


引 理 8 EL 是 一 个 > 2 的 整数 ， 则 我 们 有 | 


bx m cos 2 = EET 


= 
nil ( 十 cos =) 
5 sin 2am | / . 
m=1 ^"  2sin-— 
证 我 们 有 | 
“— 1 Lu LER 
.1 A ,1 . 
com — 1 Cents ーー D * 1) . 
ーー | 2zN `: 
1 + cos(— za i sin. (- ^ l 
| p ー EI. | . i 
lt cos; — isin'4 
2; sin ?* 
# 
Loa Pte ; 
2 2 sin < 
n 
EIE 7 我 们 有 
n—1 52 
>` men -一 i = 0 
"c1 ers ーー 1 


Ege a 


ud 7 


2-1 


= m cos 2 — "kj g: sin 2 
> P 


m=i 


2x 
( 1 enm 
ーー カー — — | —— | z 
ON 2 - 2a 


E sin — ーー 


eos ta + 一 IS main St 


m=1 mi 


i (3 a B | . - 
+— i-e, ILI 
| 2 sin == 


BHO 设 ， Rim BZ A HERR. G, の ニュ 这 时 我 


们 把 三 角 和 SGa, m) 一 > zl 叫 作 高 斯 (Gauss) 和 , iE 
(os m) = 1, 当 m 是 奇数 时 ,我 位 有 | | 


lo, ml - V m. 7. (49) 


Bn, m) = 1, 4 m= 4k 时 (其 中 是 一 个 正 整 数 ), 我 们 
有 ü 


= 


数 ), 我 们 有 
故 当 Ca, m) = 1, 2|m 但 AI 时 ,我 们 有 
证 由 (24), (15) 8 Q6 式 我 们 有 


<115 。 


B [SGa, m)| = V 2m. ーー 60 | 
- Wb G, m) = 1, M m — 4k + 2 时 (其 中 万 是 一 个 非 负 整 。 ` 


m—1 | 
»3 . 2an? | .  : | 
EET mnm b. (52) 


SQ m =0. G 


loo。 m) |? = (S cos tme) + (> 


7H 


B y=0 z = r=y 
H (27) 式 我 们 有 
十 4 一 3 一 1 
D3 axi se" u a primit) 
x =+ f = 0 
y—1 . | ¿ - y-—1 ` å 
= giein man, Qi 2 = > pue 
r=0 f i 二 0 
T AI 
由 (53), (54) 和 引 理 1 我 们 有 
i m+y— E m-1 
J gn, m) |: = > em > ew + 
Co =m し =y 
m-i :zmt-y-—-i1 
= Me 22i 7, 5 eri i 
y=0 x= 
m-i m-l ` 
= > ELA e? i zuin 
y=0 t=0 


2 
。 2anx? 
sin- | 


(53) 


nCyt 9 - _ = 5. 2 ELLE 
e LT 


f—1 m—1 m-i m~l 
— er ーー 
マー0 =0 y=0 t=0 
m-i nx ター „angy 
= ett m em (55) 
ォ ー0 | y=0 f ーー 
由 引 理 5 我 们 有 | | 
Pl amg m, X ml2nx Ff: | 
em Ld ° | (56) 
y=0 ` 0, E m2nx 时 ， 


当 x 是 任 一 个 不 大 于 m 一 1 的 正 整 数 时 , 则 有 mix. 当 
(n, m) = 1 Tüm EBE, M) mi25. 故 当 w 是 一 个 奇数 ， 


(n, m) = 1 而 * 是 任 一 个 不 大 于 m 一 1 的 正 整 数 时 ， AUS. " : 
mans, 8 G, m) = 1 fim E EHE, MGS) と 


式 我 们 有 


| |S(n; m) |? = meris 


+ > IE DE m om, ーー (57) ー 


マー0 


故 当 (n; m) = 1 而 mw 是 奇数 时 ,《49) 式 成立 . 设 m 是 一 个 ”. 


偶数 . 当 * * 是 任 一 个 不 大 于 m — 1 又 不 等 于 Z WEER, | 
A ieme di m dE BE, G, m) = 1 fi < E 


任 一 个 不 大 于 六 一 1 又 不 等 于 P HELM NA ms, ' 
Hom) = 1 fio R— BI H (55) 和 (56) 式 我 们 有 


0 2) .fimy 
IS(n, m) |? = metes + et >; enm 
. = ` 
m a] 
2 2 m-i m-1 2 m—1 
ri sr EY rri ーー ;4; EY 
TOM etUm et m 十 ^e m > tU m 
=1 y=0 xoa y=0 


Bp 


= m +,  G8 

M (n, m) = 1 而 wm 一 4 时 (其 中 是 一 个 正 整 数 )， 则 由 
(25), QD 和 C58) 式 我 们 有 | 
lS(n, m) |? = m(1 + e = 2m, 

故 (50) 式 得 证 . 24 (m. m) == 1 J m = 4k + 2 时 (其 中 用 

是 一 个 非 负 整数 ), 则 由 (n, m) = 1 知道 基 一 人 奇数. 役 
ヶ ==27 十 1( 其 中 27 是 一 个 非 负 整数 ), 则 我 们 有 

mn = (4k 十 22(21 + 1) = 4GkI + ÀK + 1) + 2, 
WH C58), (27), C25) #I C26) 式 我 们 有 
ISC», m) |? = m0 + pisi QRITk+DTai5) 
== が (1 + er) = 0. 


- Bm: (51) 式 得 证 。 由 〈51) 式 知道 (52) 式 成 立 , 故 本 引 理 得 


证 . 
>= k > 3 时 我 们 用 ic) 来 表示 一 个 素数 系数 的 多 项 式 ， 
BD | 


f(x) = a,x* + aix Ke aux? 十， 十 ao 
其 中 aG = 0, 1,2,1, R) 都 是 整数 ， 设 9? 是 一 个 > 1 的 
整数 , 则 当 (a， ** s Aks q) = 1 时 ， 我 们 令 l 
sq. = 


rl 


5|38 10 设 4 是 一个 > 3 的 整数 而 1 是 一 个 1 二 1 之 
的 整数 。 a, 是 一 个 正 整 数 , 5 是 一 个 素数 , 则 当 Ce。 ka) 一 1 
时 我 们 有 | 


k 
$e. 79 egt, (59) 


x= 0 


ー1 p'—1 ko | s 
Scos irat — f up, S snif t 一 0。 (60) 


x 。118・ 


证 设 * 二 pw 十 v。 当 w 经 过 0,1,.…s2 一 1 vif 
经 过 0, 1,:…, p7 一 1 时 ,* 恰好 经 过 0, 1, 2,7 p —1. 
BPIÓA2.1421—222-1—2-1 而 得 到 

1179 = 0 (mod pl), . (€ 
现在 我 们 来 证 明 对 于 任何 一 个 正 整数 ? MEM 
| 2 Cpl^!u 十 9)? = npl uv"! + v" (mod p) (62) 
7 、 BRA BLAA = 1 时 (62) 式 成 立 。 现 在 设 未 之 2 而 当 o 
n= m — 1 B (62) 式 能 能 成立 . HT 
(Cpe 十 v)" = (m 一 1)p uy”? + v” (mod D, 


我 们 有 | 
(pl ta + v)" = Cpu + D - 一 1)p tup | 


我 们 又 有 | 
AU + v)(m 一 Dp doy) 

m G — Daytime (が の の の ユー の (64) 

H (63), (64) 和 (61) 式 我 们 知道 当 n m 時 (62) 也 能 够 ”“- 

成 立 , 而 由 数学 归纳 法 知道 (62) 式 成立 、 由 (6 の 式 我 人 有 C 
(plu + vO Rp uvt ™ + vt + mp, て 65)  . 
其 中 m, ATER. Hi (25), (27), C65) 式 和 引 理 1 我 们 有 ーー 
ーー opa au IE poi pi qu nr emt EM 
l 之 , 2 -5 2 * 


I ea k—i k 
アー1 n i ay (kp uv Rud ). 


LI ・ + = e n p! 


+ (mod p), 00 G) 7 


—  — —M ーー l- te ーー ー ーー 一 ーーーーーーーーー ナ ーー ーーーー-: に _ ーーーー 
ー EN ーー - ーーー ー ーーー・ーーーーーーーーーーー…ー ーーーーーーーーー ーーーーーー 


HT E23, (p, ak) = 1 和 引 理 5 我们 有 


あー1 ka uo K71 ' zt | 
Seg = 1 A ple 時 (67) 
0, 34 ptv 时 . 


Hu 二 0 


apek 


: f ーー f | 
由 于 1 <7 < ん 。 X plo A e " = 1. 由 (62) 式 知道 


当 ple 时 ,我 们 有 


有 
e? Be 7 =p (68) 
#=0 
H (er) 式 知道 当 plo 时 ,我 们 有 
LAS P-1 an Rae 
が e ” =o. (69) 
u=0 


在 0。1。・, ど サー1 中 是 ?的 倍数 的 数 是 
0, p, 2 の "っ CP? lh, 
共计 有 2 一 个 , 故 由 《66)，(68) 和 C69) 式 知道 9) 式 成立 . 
H C59) 式 知道 (60) 式 成 立 , 故 本 引 理 得 证 ， | 
2:11 设 《 是 一 个 之 3 的 整数 而 ! 是 一 个 > ん 的 整 


数 。 Ak 是 一 个 正 整 数 , zp 是 一 个 素数 ， 则 当 (p. ak) = 1 时 


$418. . 
p- ami p!—R-1 zzi pt 
X laetum 
z=0 f y=0 * - 
证 在 0, 1, 2 p ー 1 中 赴 ヵ 的 倍数 的 数 有 
0, p, 2 の (の うー Dp. |. C70) 
由 于 ¿> k> 33, (66), (67) 和 (70) 式 我 们 有 
p'-1 ini- ^ が ーー 2xi e emt p- — zri e 
e pe ? =p 
x 一 0 ッ ー0 . y=0 
pt- pik-i ea mp en pk- ica pio, ppp 
*1*i—— ze 
= p e P == p e * 
m=0 s=0 I 2 f 之 I 


— 

引 理 12 Ui E— 4 > 3 É 939. 1= km + r, Xn 
m, r 者 是非 负 整 数 且 1< r< k. XaRk—^TdgEEEGP 
是 一 个 素数 , 则 当 Cos kad = 1 时 我 们 有 


の "は ai E 。 | 
De ” =p, (1) 


. x = 0 


RD | 

Re: ーー Ilmi O. 2zajx* i 

Xe — p > > sin t -- = 0, (72) 
P 


证 M so 时 由 引 理 10 知道 本 引 理 成立 。 現在 没 
220, M m= a —1 时 (71) 式 成立 即 设 


ax 
2xi 


・ p ner y M. ， 
k(n—1)tr = 
e $8 = pK^ 1)+r—n (73) 


x= 0 


成 立 . 由 于 a > 1, 1 <, <, 引 理 11 和 (73) 式 我 们 有 


a yK 


k 
Rntr_ k* ーー k 
p 1 — p K 
sm Le Surge 
«= y=0 ・ 


= p^ VK ern = pete 


敵 ⑦1) 式 当 み == # 时 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 知道 (712 式 成 


立 , 由 (71) 式 知 道 (72) 式 成 立 , 故 本 引 理 得 证 . 


E 是 一 个 素数 而 f(x) 是 一 人 《 次 整数 系 数 的 多項式 。 


éntz am 2 e” T 的 既 很 精确 又 很 一 般 的 方法 首先 是 由 


我 的 老师 华罗庚 教授 得 到 的 ， 下 面 的 (74) 式 是 A. Weil 所 
正明 的 . (75) 式 见 华罗庚 的 《数论 导 引 》. 
定理 1 设 4 是 一 个 宇 3 的 整数 ， 令 


f(x) = axt 十 agtt + ... + ax 十 ao | | 
其 中 a,G = 0, 1,2,***, k) 都 是 整数 。 当 p 是 一 條 素数 面 
Cag» の ょ ー ュ >“ ・ ”3 015 p) == 1 时 ， 我 们 有 


|>: EH D (74) 
koen RE 


UU Fco- on. ーー en 


这 里 6 = Ck, p p 一 D. 
| 由 于 这 个 定理 的 证 明 希 要 很 高 深 的 数学 理论 和 较 长 的 计 
算 , 所 以 在 这 里 不 给 以 数学 证 明 . | 
| 引 理 13 设 + 是 一 个 之 3 的 整数 ， 1 = km + 1 其 中 
”zw 是 一 个 非 负 整数 . 又 设 e 是 一 个 正 整数 , 是 一 个 素数 , 则 
oo HM (p ka) = (p — 1) =1 时 ,我 们 有 | 


p wi l . i 
° =0, . (76). 
. 7 た ゴリ ZR 
" ; | | | 
i pi pc - 
. 2nax* 。 2 k 
> cos Z = >; sin TE. = 0。 (77) 
xz P TI P . 


证 当 m 一 0 时 ( 即 1= 1 时 ), 由 定理 1 知道 (76) 式 成 
立 。 现在 设 * 之 1, 而 当 w 一 一 1 时 ( 即 1 一 《x 一 1 十 1 


ND. 《76) 式 成 立 , 即 设 | 
: l "TL, ix f | l 
CUm. a 


成立 由 于 4 > 1, 引 理 11 和 ODARE . 


prine, 


i ex . = sri Re ) 
5 skatli =- > n-—lH 


xz x0 


故 (76) RH m = n IE CBD 2 = ka + 1 时) 也 成 立 , 而 由 数学 
归纳 法 知道 (76) 式 成立 由 (6) 式 知道 (772 AA, KA 
SAE. 

设 p 是 一 个 素数 , 1 T 是 正 整数 而 f) 是 一 个 k 次 多 项 


aj Fx). 


趟 ,估计 三 角 和 $e EE >: “六 的 既 非常 精确 又 非 
常 一 般 的 方法 首先 是 由 我 的 老师 华罗庚 教授 得 到 的 。 在 华 罗 
庚 教 授 指 导 之 下 ,我 们 证 明了 下 面 二 个 定理 。 — 
定理 2 设 是 一 个 > 3 AIERT 1 是 一 个 正 整数 . 令 
| JG) = kali + agtt 1 十 一 二 ax 二 as 
其 中 aG —0,1,2,---. 4) PM M p 是 一 个 素数 而 
Cars oo いっ a の = 1 时 ,我 们 有 | ーー 


p as f Ii) / 
e | < Ci( ん 4) ヵ Ë 5 
x) : 


Em | - 2k ーー 
| 1。 Ñ p> 時 | 
coul Kf 当 -DEPRG-DESM 
上 gh, 当 (CL DE > po KE 
Ck — DR, 当 p< k H. 。 
定理 3 设 是 一 个 > 3 的 整数 而 4 是 一 个 正 整 数 . を 
fx) = aíx* + agat be + ar + às j 
其 中 a G = 0。 12。・…。 D BEER, 当 (24, ko 
ms q) =1 时 ,我 们 有 


q. 
s=? 


Ku) 
* «edu, 


其 中 
ek, 当 丰 之 10 时 ; 
CAR) = Los, - 当 3 <k =< 9h. 


~ 93. 1 


Ez 


X 3) 一 61, C4) = 55, C45) 5, CC6) = 42, 
C4(7) = 4.4, C4(8) = 42, C49) = 4.05, 

由 于 这 二 个 定理 的 证 明 需 要 很 高 深 的 数学 理论 和 较 长 的 
计算 ， 所 以 在 这 里 不 给 合 以 数学 证 明 . 

在 解析 数论 中 的 不 少 著 名 问题 (例如 华 林 (Waring) jaj 


DARED DUT 的 精确 信 计 什 设 F(“) 是 < 的 实 函数 ， 


JE n " 
I > eri FU 


PAN 


的 精确 估计 值 (这 里 和 式 中 的 p XRESEBUU RER PLN 的 素数 ) 

- 在 解析 数论 中 起 着 非常 重要 的 作用 .华罗庚 教授 在 这 方面 有 
卓越 的 贡献 和 许多 优秀 成 果 。 在 解析 数论 的 研究 中 需要 大 量 
三 角 和 和 LG, X) 的 估计 , 在 这 方面 我 国有 光荣 的 历史 ， 华 
罗 庚 教授 、 闵 疯 知 教授 、 柯 召 教授 、 越 民 义 \ 王 元 , 潘 承 洞 . 姑 文 
霖 、 丁 夏 畦 、 吴 方 、 活 承 站 和 陈 景 洞 等 同志 孝 在 这 方面 做 过 不 
DIM. 
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A RH 
1. 求 适合 下 列 方程 的 < My: 
G) — 4x + 8yi+ 7 = 2x — 3yi + 7i 
Gi) x+ yie Vat bi, 
2. JE e RI zw% 是 任意 二 个 复数 ,证 明 : 

l la — 2] 2 dul — lal. 
3. 求 27 的 立方 根 . 
4. 天明 下 列 三角 恒等式 : 
Gi) sin3e 王 3snw 一 4 sin æ, 

cos 3a == 4 cos? g 一 3 cos z, 
Cii) sin4a = 4 sin æ cos’ a —4 sin? acosæ, 


cos 4a. = cos æ — 6 sin?a cos? a + sinta, 
(i) cos4 ea = n (cos 4o + 4cos2« + 3), 
(v) sinta = — Z Csin 3a — 3 sin a). 
5. 正明 
G) ` sin? ka = 
k=1 


1 [O22 + 1) sina — sin (2n + 19a]. 
4 sing . . 


: na 

Vox 3sin 一 

Gi) > cost ko lil 2 s (n+ 1)e 
k=1 


4 si Č ` 2 . 
2 - 
sin ` 
+ ー 2 oÍ 3G + Da . 
n . 3a 2 
sin — 


eu。 


6. 证 明 : 1+ sin @ + icosO = sin 0 + ¿cos 8, 
. 1 + sin — ¿cos 

并 由 此 推出 | 

| ; EN 
(1 + sin — + i cos) + ia 4 sin — — i cost) 
| 5 5 5 5 


= 0. 
7. 求 和 : 
A, = 1 + rcosOÜ + r?cos20 + -+ + r cos(n — 156, 
B, == rsin 9 + r2sin 20 +--+ in G — 156, 
8. 证 明 : 0 > mz 时 (m 为 整数 )， 


> cos *—10 cos £O = 0, 
k=] | 


9. 试 证 : Mio xt n 时 (是 整数 )， 


cosa + sin 3o + cos5e + sin 7a + -+ + sin (4n 一 la 


= Sin2no (cos2zo + sin 2zo)(cosp + sino), 
sin2e 


10. 证 明 ; 


t _ sina + sin3a +: + sin (2n — De 
gna = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


| cosa 十 cos3c + …・ 十 cos(2n 一 12a ° 
11. 役 み 起 整数 。 ぁ 0。 ほ 5 38 过 与 w 互 素 的 剩余 系 ,证 明 ， 


plm) 一 Xe. 


这 里 ulm) 是 Möbius Žr. 
12.15 m2 1, QA, m) = 1, 4 是 任意 整数 。 


证 明 : |> 


Ar“ tar I 
S en = n. 


x=0 


43. 设 eo "d m) 1, RIS 


- 126 。 


Sn, mm^) = S(sm', m)S(nm, m). | 
14. 设 Cm = Sent, 
亡 通 过 与 模 4 互 素 的 剩余 系 。 证 明 : — 
(D Z (a, q) = 1, 则 有 
C ,z (m) == C, (m) C y Cm). 
Gi) Cm = $u (2. 


dig, dim 


(等 式 右边 表示 对 9 和み 的 所 有 公 因数 求 和 .) 


uL 127 ° 


第 五 章 | | 
| 1. 证 : 由 于 Xis X) 分 别 通过 m, M3 个 整数 ， 因 此 mx + 
mx 正好 通过 mm, 个 整数 ， 由 引 理 5， 若 能 证 明 这 mm 个 
整数 対 模 mm 互 不 同 余 ， 则 这 mim; 个 整数 是 模 mm | 的 一 个 . 
完全 剰余 系 . 
( 假定 
2 mz, + mr = = myx, 十 mx; (mod mm). 
”这 里 和 :和 Ær 通过 的 模 m 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ， 而 x;, xy 
是 x; 通过 的 模 m 的 完全 剩余 系 中 的 整数 .所 以 00 
rp 一 《x 十 ma) = mmg, q ERER. 
即 
| (mx, — x) = mmy — mx, — xD, 
上 式 等 号 右边 是 mi 的 倍数 。 因此 mi | mx, 一 E Y, XEN 
(m, m). = 1, WEL m|Cri— z), BE 
| z, = x, (mod m). 
. 4B xi, x, rm "m, 的 一 个 完全 剩余 系 中 的 数 ， 由 上 式 及 引 理 4 
可 知 x, x 的 用 同样 的 方法 可 以 证 明 x; x; . ix Vi HH - 
my 十 mx, 所 通过 的 mm, 个 数 对 模 mm 互 不同 余 . | 
2. 证 : K = 2 Md 1 题 予以 证 明 ， 这 里 假定 
ぇ > 2. 最 然 Mimi 十 Max; b Max, 正好 通过 mmy m, 
條 整数, 由 引 理 5。 FUE tE Biz m,my--my 个 整数 对 模 
qum; my 两 两 不 同 余 就 够 了 。 
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假定 | - 
M ix, + Mi; + Man m M sr + Mx; + 
+ M xk (mod mim” my). 


ik xÍ, x 是 为 通过 模 mw; 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ,1 <; <+. 


所 以 | | 
Mx i) = MA D t i Mk — z) ` 
X (mod mm; :-m,). 
由 于 Mi, Mi: Mk 都 能 被 fu 整 除 , 因 面 上 同 余 式 的 右辺 
和 模 都 能 被 m. 整除 ,所 以 | 

m | M (z, — xi J. 
II M, = m;məs- ° ma 显然 (Mim) = 1, 所 以 al セー i). 
又 zi, 是 模 m 的 一 條 完全 剰余 系 中 的 数 。 由 引 理 4 可知 
LES 同样 的 方法 可 得 2 一 xs 这 说 明 


Mix + Max t -e H Max 所 通过 的 mm: ° T 个 整数 对 


模 mim * emy 两 两 不 同 余 。 


3. 证 : 显然 ギュ + ?H X + mms + - + u * e Mpa Sasa 


正好 通过 mmr om 个 整数 ， 因 而 只 需 证 明 这 些 整数 对 模 
mum; my 两 两 不 同 余 . ーー 
假定 | 
x, + mz, + mma 十 。 + mm’ NA 
= x 十 mx; + "mms 十 、 + mms “Mktk 
X (mod mum, emy). 


这 里 xi, z; JE x; B 通 辻 的 横 m; 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ,1 ei < 


k. Kt 
ーー 大 一 == ma (mod mmy smi), di TER. 


同 余 式 的 右边 与 模 都 能 被 m 整除 。 所 以 m] Gu — x2, BC 
xl = x; (nodmi), {B xi, xi ÆR m LUC: 全 剩余 系 中 的 


整数 ， 所 以 m= =. 
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这 样 就 有 同 余 式 
mix; +t mma, + °° + mim; emgak . 
= ma omma) + + + mim: matk 
. X (mod mmr Mp). b 
于 是 有 ーー 
-mxi x?) = mmg (mod mum; - "Das 92 是 整数 . 
也 就 是 | 
de — x; = = má (mod maris: PA), 
x; = x; (mod 22. " X2, X; ^ dit - m2 的 一 个 完全 剩余 系 中 的 
整数 ,所 以 x 二 2x. 
依 此 类 推 ,可 得 x; xi... xí = xxn. 最 后 得 
mim IAA = mm, 1 (mod mms; * ms), 
因而 r4 = x Good m). | 
.由 于 xk, xx 是 模 mx 的 一 个 完全 剩余 系 中 的 整数 , 所 以 x+ = 
xke 因而 证 明了 x, + me, + mma, 十 mima max, 
HIR mmm, 的 完全 剰余 系 . | 
04. QD 证 : 若 六 不 含有 奇 素 因 子 ， 则 由 于 N > 2， 因 此 
»N-2,a22,. 由 引 理 14 得 pCN) = 277, o 22, fi 
2| e OY), | | 
若 立 含有 奇 素 因子， 设 ”是 六 的 一 个 奇 素 因 子 ， 由 引 理 ~ 
14 可 知 (p 一 1)|pC)。 p 一 1 是 侦 数 ,所 以 pCN) 是 个 数 ， 
Gi) dE: 若 一 1 或 2 一 1， 则 等 式 显然 成 立 。 现 设 
a> 1, b > 1, HT (Ca, b) = 1, 所 以 “和 ”没有 共同 的 素 


AF. Bio LIBAR: 


a = pipe 
begun "a La. 


”这 里 oj 21,1«j«kR, 由 引 理 14 分 别 得 到 :， 
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«0-267 2-0-2. 

の = ロー ローエ 0-2. 

Pe の ー ab ( ー ij ( ー I» (i ー 3 
ee の ーw の ・w の 。 


5. 证 : E N= 2, HJ pCN) = 9p(2) = 1, 所 以 


1 
IN. N= L.2.1=1. 
2 P(N) = = も 


而 不 大 于 2 且 与 2 互 素 的 数 只 有 一 个 1, 因此 NN = 2 的 情形 
RATER. 


现在 假定 N > 2. RATNBSHNTISEZHNGUE 


eCN) 个 ,显然 它们 都 小 于 N. 由 第 + 題 知 pCN) 是 偶数 . 假 こ 


hn» 是 其 中 的 一 个 数 , 即 0 s < N, (n, N) = 1, 那么 必 g 
RE (N — n, N = 1, R. 0 <N -—n<N. BÜN—»1 ` 
是 这 pCN) 个 数 中 的 一 个 数 ,而 且 — n n. 因此 ,可 以 把 


不 大 于 N 且 与 N 互 素 的 pCN) 个 数 分 成 一 = PN) 个 组 , 每 组 


包含 二 个 数 ， 并 且 它 Me 所 以 ， 所 有 大 NSN 


万 素 的 PON) 个 数 的 和 是 — NON; e ーー 
6. 正 : 役 1 こ で I 是 不 大 手 面 和み 互 素 


的 全体 正 整 数 . E bs br > bym 是 模 吉 的 简化 剩余 系 。 
` (a, m) = 1， 由 引 理 13 可 知 ab, abr. abu tm 


的 一 个 简化 剩余 系 。 而 ab = +, (mod m), 0 < +, < m, 所 以 
Tis 723 "5 aio) 和 1。 > っ > am) 只 在 顺序 上 可 能 有 不 同 ，， 


“ 13 ° ー l E ー 


ーー 


E 


` 因而 


n x 
ri + r. + +° + ram 79 1 + aac ::: + 209) 
出 第 5 題 知 


i locate + agm = — m gn, 


L (nro br) 
= (+ G+ + za) lg). 
m 2 


7. iE: HF r, SS xz 2T BIST T pln), plm), tt EJ 
gn) 个 数 ， 所 以 Mx, + My + +° + M ax 通过 pCi) 
gm gm 个 数 ， 因 mi, mss m BRER, BE 


”四 题 的 Gi) 推广 到 多 个 乘 因子 的 情形 ,有 


gCn)gCnj): - q(m,) 一 qnm; ` m). 


| Mix, + Mg, + - + M xk | | 

恰好 通过 pCmums ma) 个 数 。 现在 来 证 明 这 些 数 与 模 
mmi’ My LR. MM., Mis. M, 的 定义 可 知 它们 之 中 
除了 M: 外 都 是 m 的 倍数 , 1 < ¿ < Xk. SH; ーー 
Mn + Mix; + eee + M xr, = M xi + mg, 


”这 里 4 是 整数 ， 由 第 一 章 引 理 8 得 C 


CM + Mox; + i 十 Myr mi) = (M x;s m). | 
由 于 z EË m, 的 简化 剩余 系 中 的 一 个 数 , 所 以 Geom 一 1， 


| 而 M í == mett mima ° ° Mgs H m: ` ,mn HAER, 所 


以 (Mis m) = 1。 由 此 得 
CM isi, mi) = 1, 

因此 c ーー 
CM z, + Mx + + Max, mi) = 1, ` 
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这 里 i 可以 取 1, 2。・・・ っ &. 所 以 由 互 素 的 性 质 得 - 
(Mixi + Mx; + so Maxi, mim im) = 1, 


因此 | 
B Mix + Mx; + eee + Metr 
通过 了 pm m; mi) 个 与 mmr sim, 互 素 的 数 . nu 2 
| 题 相 同 的 方法 可 以 证 明 这 qim, m; - mio Xe s mm" 
mx 两 两 不 同 余 的 。 由 引 理 12 就 证 明了 Mir + Moro + ・… 
+ M ux, 通过 模 mim,- som, KREMER. 
8.) 解 : 由 9450= 2.35. ,7， 并 由 引 理 14 得 出 


ee ee 


・52・2・2・4・ na 
— 3・5・7 
Gi) 解 : WERAXCT 9450 且 与 9450 ERGO HERES 
和 是 S, 由 第 5 题 可 得 


ゞ ーー ・9450・w(9450) 


= X 9450 x 2160 - 


` 


. = 10206000, 
9. G) 解 : 由 于 w(21) = (3—1)—1) = 12, 而 1 121 
—11^, B (11, 21) = 1, 由 定理 1，11? = 1 (mod21), 所 
以 21| (215 — 1). . | 
Gi) 解 : 因 史 (13) = 12, 而 4965 = 413 X 12 + 9. 由 定 
理 2，8? = 1 (modl3), 所 以 899 = 8' (mod 13), XPS, 
= —1(mod 13), 所 以 8° = 8%. 8 = 8 (mod 13). Ë Ef 。 
8955 = 8 (mod 13), 
| Gi) UE: hF p #2, 5, WA (10, p) = 1. TR (105, 
p) = 1。 由 定理 2 得 (105977 = 1 (mod p), 而 


| . 1335 


( 106^ ー ュ ー 9, 
239-9 
(p—1)k + 


pl99---9 
— _ — 
' (p-D K+ 

O10. 证: F ,= 22”. 1= 22 +1, 由 640 = 5. 2, 


所 以 
us 5 + 27 = 一 1 (mod 641), 
根据 引 理 3 得 到 
(5* < 225 s= 1 (mod 641). 
4H 
ーー = 625 = — 2 (mod 641), 
”因而 ， | 
| — 2" 2” = 1 (mod 641), 


EM E 

ーー 641] (2? + 1), 

E 11. 证 ， 7 pla, p| b; 结论 显然 成 立 ， 车 a “和 4 二 者 之 一 
| 能 整除 ps 不 妨 设 p|5. 则 
B Ca + py = ga? + bq, = a? (mod p, 7, 是 整数 - 

而 a? + b^ & a? (mod p), 因而 结论 也 成 立 . 现在 假设 ptas | 
”村 5。 由 定理 2 得 | 
at = 1 (mod p), Bt = 1 (mod n. 

所 以 a= a (mod p), b? = b (mod p). 


”出 第 四 章 引 理 4 可 得 


a° + b° == 4 + Š (mod p), 
办 而 只 需 证 明 0 ^ 
. | (a + b)? = a + b (mod p), 
Zi Pla 十 6)， 上 同 余 式 显然 成 立 ， | 
# ptCa + b), 用 定理 2 (a + の = 1 (mod p), - 


所 以 上 同 余 式 也 成 立 ， 因 此 ,对 任意 整数 。 和 “结论 均 成 立 . 
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不 准 招 此 是 的 结果 推广 为 
(a, + a; + e + a,)° = af + a° e . + a? nod p), 
”其 中 a, antti, an 是 任意 整数 . | | 
12. 和解 : 1978" 一 1978" = 19787(1978"-" 一 1) 
= 2" - 989"(1978^7" — 1), 
X 1978" 和 1978" 的 最 后 三 位 数 相 等 ， 所 以 1978" 一 1978" 
的 最 后 三 位 数 都 是 0。 因 此 1978" 一 1978” 被 1000 整 除 . 而 — 
1000— 23-5» Ed こ ーー ーー 
|. 2** 53|27 - 989" (197877 一 D. . | 
H 989" 和 1978777 — 1 都 是 奇数 ,所以 2". 的 最小 可 o 
“能 值 为 3 ' 、 
又 (5°, 27 。 989m) = 1, 所 以 有 5*|C1978*-* — 1». 
ーー 197877" == 1 (mod 125), 
问题 变 成 找到 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 n —m, 这 时 取 m == 
3, n + m = G — m) + 2m 也 为 最 小 ， | Cus 
x HIT gC125) = 5: 4 = 100, (1978, 125) = 1, 由 定理 . 
1 得 到 ーー 
1978 = 1 (mod 125), 
我 们 可 以 证 明 G 一 m)|100, NJENA: 
.100 = (の 一 m)4 Tr. DES r 是 正 整数 ， 
H. 0<r<n—m, 则 ` 7 
1978'" 一 1978072 . 1978" e 1978 (mod 125), 
而 | | | 


所 以 有 


1978m = 1Cmod 125). 


| 1978'= 1 mod 125), __ 
IB rn — m, 这 与 假定 x 一 m RABIA AR Yr BINE RE 
| BAFA. Nit Ca — m) 100. — 


5 


又 由 于 125] (1978777 — 1), 因 此 197877" 的 末 位 数 必须 
是 1 或 6， 容 易 验证 : 只 在 4j Cw 一 m) 时 1978”” 的 末 位 数 
是 6。 所 以 4 一 m 是 4 的 倍数， 是 100 的 约 数 , 它 只 能 取 4， 
20,100 这 三 个 数 之 一 ， 
K | 
1978* = (125 X 15 + r105'- 103* (mod 125), 
1032 = (3 + 4. 57g 32.4 2 + 3 + 4 + 5 
= 609 = 一 16 (mod 125), 
103*= (— 16)? = 6 (mod 125), 
1978* 2x 1 (mod 125), 
| 19789 = (197855 = 652€ 1 (mod 125), — 
因此 2 — m BEMA 100, SU m = 3, ix n = 103, z + 
m = 106, l 
13. 解 : 假设 a = 12n + a, 是 非 负 整数 , Sal, 
Jj » 
a = (12n + a)" = aY (mod 12), 
2035 4 —1,5,7,11 hf, a= i (mod 12), 
所 以 ーー u 
qi == (a1) &x 1 (mod 12), k > 1: | 
at= a, grealmodl2), ki 
因此 ,车 b 是 偶数 , 则 六 是 侦 数 , ay = 1 (mod 125, 指针 指 一 
Hh. die REPE. 则 如 是 奇数 ， a? = a, (mod 12), 指针 指 . 


a 点 钟 。 . 
3a = 4 时 ， 由 于 4* == 4 (mod 12), ん > 1, 所 以 指针 
指 4 点 钟 。 - ーー 

M a 一 5 时 ， 则 


82k = 64% = 4* = 4 (mod 12), &21; 
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而 
8 == 8 e 83m2 = 32 (mod 12) = 8 (mod 12, 友之 二， 
因 紫 。 若 b 是 偶数 , 则 & 是 偶数 ,af = 4 (mod 12)， 指 针 指 4 
Aah AE b 是 奇数 , 则 2 是 奇数 ,a? = 8 (mod 12), 指針 指 8 
M -—2H85 89] 2! = 2 (mod 12); 
| 22k = 4k = 4 (mod 12), kl; 
2+ = 2・22 = 8 (mod 12), k1. 
— Bb. b = 1, 则 b = 1,aY = 2 (mod 12), 指 針 指 2 点 钟 ; 
E b ERRON i ERR, af = 4 (mod 12), 指针 指 4 点 钟 ; 
# b 是 大 于 1 的 奇数 , 则 af = 8 (mod 12), 指針 指 8 点 钟 
当 a 一 6 时 ,由 于 6 二 6 (mod 12)。 及 6* = 12 (mod 12), 
之 1。 因此 ,车 5 一 1, H] af = 6 (mod 12), 指針 指 6 点 钟 ; 
# b > 1, 则 af = 12 Cmod 12), 指针 指 12 点 钟 ， 
| 当 4 一 10 时 ,由 于 10810 (mod 12) 及 10424 (mod 12), 
ぇ 1. 因此 , 若 5 二 1, 则 af = 10 (mod 12)。 指針 指 10 点 
$1.35 b > 1, 则 ol = 4 (mod 12)， 指 针 指 4 jf. 
HM a = 9 时 > 由 于 9k = 9 (mod 12), 221, 因此 , 指 
PRES TRO 
当 a 一 3 时 , 则 gn gero (mod 12), 4 > 1; fj 394712 
3- $t? = 3 (mod 12), k > 1, Eb Er p JE (BG NU p EB 
数 。 o = 9 (mod 12), 指針 指 9 点 钟 ;车 。 ERRON p: ds 
数 。 ar = 3 (mod 12), jR$HB 3 点 钟 。 


第 六 章 


L G) 解 : 由 于 6250 — 2 x 55 所 以 TE 5 是 有 限 分 数 ,经 计 E 
算得 到 


.137 « | 


371 = 0.05936. 
6250 


G) 解 ml; +> 由 于 C10， 37)=1, Br Z E 
. 印 循 束 小数 。 x C37) 一 6. ij 102 1 (mod 37),, i= 
1Cmod 37)， 所 以 循环 节 的 长 度 是 3。 经 计算 得 到 
| 190 . 1.2 

| 37 5.135. | 

Gü) Wt; 由 于 28 一 P x 7， 所 以 至 是 混 循 环 小 数 . X. っ 
qC7) == 6, 而 10732 1. (mod 7), 10°% 1 (mnod77，105 = 


1Kmod 7), 所 以 循环 节 的 长 度 是 6， 经 计算 得 到 
13 


= = 0. 46428571, 

28 

0 Go) W: 由 于 875 = x 7, 所 以 :是 混 循 环 小 数 ， 
由 GiD e ii 6, hu ` 


-4 = 0.004571428, 

; 5 
29 -一 0.032142857, 
875 | 


139 0. 158857142, 
875 


361 0412571428, 
875 


f 。 868 _ 217 
2. 。 0.868 = 868 
G) W 1000 250" 


e * _ 83654 _ 83654 
GD 解 : 0.83654 = 一 一 一 一 一 一 —— 
2 . 10° — 1 99999 
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Ci) 解 0.37689354 = 0.37 + . 0689354. | 


689354 
100 x (105 一 1) 
= 7 689354 
100 99999900 


— 37689317. 
- 99999900" 


3. 证 : 如 果 能 够 证 明 人 /了 7 不 能 表示 成 为 分 数 ， 则 一定 
_ 是 一 个 无 限 不 循环 小 数 。 现 在 我 们 用 反 证 法 来 证 明 本 题 : 假 
设 ' . 


= 0.37 +- 


i 


Va 一 全， (q. r) = l, 


Wü] r*a == 2^. Ak r^] a^. 所 以 r|2. 由 此 ,对 于 ?+ 的 任 一 素 因 

| F e HIA pla, 但 pjr, 所 以 中 (ga。 r). 由 假设 (gq, r) — 1, 
因而 有 p=1, H-+ P 是 r 的 任 一 素因 子 。 所 以 得 到 r= 1. 

于 是 Va = 4 是 正 整数 ,这 和 0<c < 1 矛盾 

” “4. 证 :我 们 可 以 假定 此 方程 只 有 非 零 根 ， 即 可 以 假设 os | 
0. 因为 如 果 此 方程 含有 mm 重 零 根 ,出 可 以 在 方 稳 两 边 除 以 z — Á- 
而 得 到 一 个 常数 项 不 为 零 的 整 系数 方程 。 ” i 


er 。 


(£y +a (4 TE Reb as 0, 
r r - 

q^ + aq” r + eee + aur? = 0, 
所 以 


qs 一 (ag t+ ax" ^r Tc “十 aqa 1. 


39e 


OOOO nA E it 


. 别 是 : 


ピコ 


由 于 上 式 右 端 括 绝 内 是 整数 , 所 以 |"。 IF 的 任 一 素因 


C p, 有 bla". WE pla. 但 plr, 所 以 pilaar). 由 假定 … 


(z, r) = 1 而 得 到 p = 1. 由 于 ?是 r 的 任 一 素 因子 ,所 以 有 
+ 一 1。 因 而 方程 的 任 一 有 理 根 都 是 整数 . 

5. 证 : 若 logu2 = 5. (4. 7) 一 1， 则 由 对 数 的 定义 得 
10% = 2, BD 10* 一 2。 所 以 5° 一 2。 由 于 9 和 ，* 一 9 是 
. 正 整 数 ，(5, 2) = 1， 因 此 上 式 不 可 能 成 立 。 所 以 logo2 是 こ 

EAM. | | 
6E: 假设 og, N = T. Ga, r) = 1. ， 由 对 数 的 定义 


”可知 : M = N, BD M* = Nr. VEM 和 的 标准 分 解 式 分 っ 
EE M = utu s ip, N = oo 

这 里 m < u, < + < Ums n, Has ** "> Unm 大 不同 的 素数 : 
の < の 2 < ・*・ < U.s Vs の っ "< っ Vn 是 不 同 的 素数 。 因 而 由 
| M’ = Nr 得 到 | 
f uj ups - um = Zu E . “whnr 


由 算术 基本 定理 ， 一 个 数 的 标准 分 解 式 是 唯一 的 。 雪 此 有 


— m=n, HB. z; = vi, mq = 8 &rG = 1, 2,*--*nXL 
于 是 | 
| Qi — Ë: Gi= 1 。2。…・。 n) 
. ` y q 
所 以 令 | 
S = ONE apt = VB Ban. vB n/d 


W M = sr, N = ss, AG ICA 
FREF. Bb logu N = 7 于 是 证 明了 logu N 是 无 理 


ー *140・ 


由 此 可 知 ,log;5, logis 72 等 等 都 是 无 理 数 。 


7. 证 : 假设 = f, (4.7) 一 1， 又 设 正 整数 Er, 
JUE ri. 并 且 对 于 任意 不 大 于 的 正 整 数 z。 有 nlk 
所 以 当 e 一 工时 | 

ps 1 i 1 .1 

4- kle—1 l 21 zi) 
是 整数 ,而 由 e 的 定义 得 ーー 
上 (や うた モニ ュー エキ リー 1 ... 1 
< 4 102 I 1! 21 x) 


Ë 1 1 ... 
uo tar) 
=L +— — 
SFI C+D+2 
- 1 : | ... 
ESED ET ) 
1 I 1 1 
<, WSA G+ ザー 


1 

ー pO * ge tt ) 

__1. BER 

k+1 1ー-1 K 
+ 


HF k> ， 所 以 4 不 是 整数 ， 这 与 前 面 得 到 的 4 是 整 
数 的 dier. 因此 e ETER. 


8. 证 : 假设 7 =f, Q +) 一 1， 又 设 正 整数 六 之 +， 
则 有 |k!。 所 以 当 7 一 全 时 


ele 


人 
是 整数 ， 而 由 7 的 定义 得 
o< Jal = 2 In E 


| (2* m1» 2? 
I . 1 C-| 15 
| ーー MI ce» c 
| < Q*- "EN TDIP 


1 2 a.: 
+ [2**(& 4- 2)! IE + I ) 
1 
L2Ck + DE MC n D + 5p" 


所 以 4 不 是 整数 。 因 而 7 是 无 理 数 . 
9. 证 : š ¿< b W, 不 存在 不 大 于 4 而 为 6 的 倍数 的 正 


ER. TREX |4] = ,所 以 结论 成 立 . 现 假定 。 > b. 把 


所 有 不 大 于 a 而 为 5 的 倍数 的 正 整数 排列 成 
| b, 25, 3b,- , Sb, 
中 是 其 中 最 大 者 , 则 Sp < ¿< (S + D By 


s<—<s+ 1, 


所 以 


M28 7 


10. 证 : M pt >n P, [p] o WAS ARA. 
不 等 于 0 的 项 . | 

# n< b, Wo 的 标准 分 解 式 中 不 含有 p, 而 按 定义 
$ = 0, 所 以 结论 成 立 ， | | 
MEI n > p, 由 上 一 题 可 知 , 在 1， 2, 3,- tts "E VES 


数 中 ， 有 [| 个 ”的 倍数 ,有 | 人 | 个 己 的 代数 … 等 等 所 
mera | | | .] 个 数 是 v 的 倍数 而 不 是 が や 的 人 
数 ， 这 样 的 数 的 分 解 式 中 的 方 次 数 是 r+。 因此- 


は 回 IE 回 
HMPMHEE 


I|. 由 上 题 的 结果 有 | 
k= d + [| + [1009] " [oe] 
| 831 19414 L27. 81 
+ [199] + [12%] | 
243 729 
= 333 + 111 + 37 + 12 + 4 + 1 = 498, 


12. (i) 证 : 由 C2% 的 定义 有 


C 一 —— 
(m 一 n)1[m — (m -一 の 


mt = 

aY(m 一 n)! * C». 

BOR: Pr の pm 由 于 "<m， m—n&m, 
| 20 nim の 


所 以 如 有 素数 plz1Cw 一 め !。 必 有 pmi. 也 就 是 分 母 的 素 
”因子 p 必定 能 除 尽 分 子 . 下 面 只 需 证 明 , 在 分 子 和 分 母 的 标准 
分 解 式 中 ,分 母 中 的 ?的 方 次 数 不 大 于 分 子 中 的 的 方 次 数 . 
由 于 iat 81 > [ol + [81, UR m = n + (m — n), 


”所 以 ーー 
Tl] e^ zb 


ME あう 313ES う し た 
由 第 10 题 知 上 式 左 端 为 mi 中 含有 的 ヵ 的 方 次 数 。 右 端 两 项 


分 别 为 nt 和 (m 一 の ! 中 含有 的 的 方 次 数 ,所 以 Ca 是正 


整数 。 — | | I 
Gi) ME: WE (a + DG + 2): OD 是 个 连续 正 
整数 的 乘积 由 于 
| ンー キジ ーー タキ ジー Em OU. chu, 
! Iz! 


HGi) ACh ERR TER k! | Ca + 1C + 22: Cn A). 
(v) WE: 由 GiO。 当 1 < ¿< p— 1 Bf 
| Aip(g— 12: : (0 — k + 12, 
但 是 因 (《《4!, の =1。 所以- 
&1lCe — DD 一 22: : Cp — & t 1D. 
而 UN 
A — — — 
由 此 得 到 plC$.。 |. 0 . 
13.G) 证 : 34 p= 2 时 结论 显然 成 立 。 MEI? ES 
素数 若 取 *。 是 1。2。…・。 ヵ 一 1 中 的 一 个 数 时 ， 则 由 于 
(xo, の = 1 及 第 四 章 引 理 12, 同 余 式 xx = 1 (mod の 有 和解。 — 
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~ 一 -一 一 一 


X 


它 的 最 小 非 负 整 数 解 也 在 1, 2。…・。 ぁ 一 1 rh %4 z 一 x, 时 由 

= 1 (mod p) 得 Q — 1)G 十 1) = 0 (modp)， 这 时 最 小 
正 数 解 是 + = 1 和 x 二 p 一 1。 因此, 4 x 是 数列 2, 3,-…， 
p 一 中 的 任 一 数 时 , 辣 余 式 xx == 1 (mod p) 的 最 小 正 数 解 
x 必定 同一 数列 中 不 等 于 *。 的 另 一 个 数 ， 所 以 可 以 把 数列 


2, 3 ,…s 记 一 2 分 成 名 二 个 组 ,每 个 组 包含 二 个 数 , 当 *， 
x 分 别 取 作 这 二 个 数 时 ， HRA x< = 1 (mod p) 成 立 . 由 第 
四 举 引 理 6, 的 MEE 


Cp — 2) = 1 (mod p). 


(p — 1) = — 1 (mod p); ` 
所 以 T | 
(p— 1)! = — 1 (mod p). 
Gü) WE: Bir KERR, WAAR dlp, 1<d<p, 
因此 (p — D: = — 1 (nod 22, 但 4|G@ — Dt, 所 以 又 有 
(p — 191 = 0 (mod d). 两 同 余 式 巴 慎 . 因而 必定 是 案 数 . 
14. 证 : 假若 
4[C» — 1) + 1] + n = 0 [mod nn + 2)]. n> 1 a) 
成 立 ， 可 以 证 明 ” 必 为 奇数 , PD (4。 n) = 1。 因 为 容易 验证 . 
n=2, 4 不 满足 (1) 式 。 而 当 s= 2m, m > 2 时 ,由 (1) 式 
得 n|4[(»— 1514-113, TAE m|2[Qm —1)1- 1. -Mi m>2 
时 2m — 1 > m, 所 以 (2 ター1)1, 故 (2 ター1)1 +1], 


于 是 m|2. 但 这 和 假设 カン 2 矛盾 ,因此 证 明了 (4. a) 
= 1. FE CO 式 得 到 有 |[Cz 一 1)!1 + 1]。 也 就 是 (z 一 D1 


= 一 1 (modw)， 由 第 13 题 可 知 ” n ERR. 
Xp CD 式 可 知 
(n + 2)] 4[Cz 一 1)! + 1] + nt, 


|^ 146» 


于 是 

G+ 23] í4[(@n — Dr 1] — 2), 
由 于 2” 十 2 也 是 奇数 ， 所 以 

(5 + 2)| 210 — 1 11— 1}; 


HI | 2(n — 191! = 一 1 [mod (n + 2)]. (2) 
XA n = — 2 [mod (n + 22, BIUA 
| n(n + 1) = m° + n == 2 [mod (n +: DL (3) 
B, (3) 及 第 四 章 引 理 6 得 到 ー | 
2n + D! = — 2 [mod (n + 2)]. 


由 于 ， + 2 是 奇数 ， 所 以 
(n4 11 = — 1 [mod (n + 231. 


因此 由 第 13 题 可 知 a + 2 是 素数 ， 于 是 证 明了 和， 2 是 
O FERK 

“反之 ,假若 "和 + + 2 都 是 素数 ， 848 ss 2, 所 以 是 
RH 由 Wilson 定理 


所 以 


(n — 1)!+1 =: 0 (mod n), 


4M Co — 121 +1 + n = 0 (mod 2), f (4). | 
又 由 OR 8] | 
mE (z + 1)! = 2(z 一 121 [mod (n + 2) 
因此 
A [o — 1)! + l+ s= 40 11-+ (042) 42 
- 宇 2(2 十 1 十 2[mod(C 十 2)]. |— (5 
Xin + 2 是 素数 ,由 Wilson 定理 可 得 ーー | 
| 00 (2 29- DI +1= 0 [mod (s --2)],.- (6). 
FI (6 及 第 四 章 引 理 :3 得 —— | E 
4 — 1t 1b 22 0[mod(s--2)]. — (7) 


dB CO, CO BEER, a tD — 1 MAR 


jG — 11 + 1]+5 = 0 [mod z(2 + 2)]。 


e ° 


TERN, 


"uid 


GUERGW 


15. iE: 由 am" = 1 (mod m) 可 知 (a, m) = 1. BRE 


a9 09 = 1 (mod m). | 

设 & 是 同 余 式 a* 三 1 (mod m) 的 最 小 正 整数 解 ， 则 必定 有 
21 ゅ (みう 。 因为 否则 可 写成 pln) = da + r, 0 < r < a, 这 
时 由 


qom = qat = | (mod m) 


及 假定 23 == 1 (mod m), 可 以 得 到 z = 1 (mod m), iX 548 


设 4 是 at == 1 (mod m) 的 最小 正 数 解 矛盾 。 所以 glpCm).. 
用 同样 的 方法 由 az” = 1 (mod m) 可 以 证 明 djm 一 1. H, 
于 除 m 一 1 外 所 有 m 一 1 的 约 数 都 不 是 a* = 1 (mod m) 的 
解 ,因此 有 2— m — 1, 所 以 (m 一 DIeCm). WE mE 
素数 。 Pis P っ Pn 是 み 的 素因 数 。 n>i, H) p < m, 
1 < ; < n. 因此 


= ー エ (ローエ Ñ ロー 上 
çC) = su >) V », ( Pa 
<m (1 ー エ ) «»(i -i)-» — 1. 
这 与 (m 一 1)1pCm) 矛盾 所以 み 一 定 是 素数 . 

16. G) WE: 设 2 是 ”的 约 数 ，4 一 quqi np 是 它 的 
标准 分 解 式 , 则 有 | 
didi: - qur lonor - - py. | E 
由 于 标准 分 解 式 是 唯一 的 ,所 以 每 一 个 q 必定 是 bs pottea ` 


如 之 一 , 且 mn, Ea = p, MR nGa., 因此 ?的 约 。 


Ba KAMTA 

© d e phu. ph, | 
这 里 gh a DER ma. ` ` > 0 < 8, < a, 每 一 个 约 
数 d 对 应 着 一 组 b, あめ, ba. 而 且 不 全 相同 的 组 6, Bst, 


bn HERREMA. SRACUNOO. 1 :wmw 共 w+1 O 
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个 值 , £; 可 取 1 个 值 ,…*, 8, 可取 e, + 工 个 值 。 所 以 总 
共有 (ama 十 1)〈@ 寺 1)…・(e。 十 1) 组 不 完全 相同 的 ,8B,,…-， 
p,。 因 此 约 数 的 个 数 有 Ca, + D); + D) Ca, + 1) 个 . 
Gi 证 : 容易 看 出 乘积 | | 
(pipi. pa pi + pl + o + p22: ° ° 
po + p; + $ + ++ ° + pa) | 
展开 后 是 Ca (n + 1)…(e。 + 1) 项 的 和 ， 每 一 项 是 
每 一 括 弧 中 取出 一 项 的 乘积 ,因此 具有 形式 : php... pf, 
并 且 0 f, a, 0<8,< ms, 0 p, Sn 所 以 毎 
一 项 都 是 = 的 约 数 。 由 (i) 可知 展开 后 的 《a 十 Co 十 1):… 
(a, 十 1) 项 恰好 是 = 的 全 部 约 数 . 因此 
oln) = Cpi + pi + co pi + pute) 
| eC Ep p). 
由 于 | | | 
Cp — DC ガー トリ ーーー, 1=<;=< n, 
BEA | | 
ail] at] a4] 
aa) = E5) (E5) l (E. 
17. 证 ， 若 # 是 素数 , 则 pC2) ニッ ー1。 B oG) —n- 1. 
所 以 满足 pC) |C — D, (n + DloCn. - | 
反之 ,如 果 pa) — 1), B o-DÍIG). E z = 
2^, WH] p(n = 2” —2"77 27 fj n— L= 26 — 1. 当 
m > 1 W 2” 是 偶数 ,2” 一 1 是 奇数 Am eC) | (n — 1) 
不成立 . 所 以 只 能 m = 1。 这 时 n = 2 是 素数 . 若 含有 奇 
KAT ps 由 第 五 章 引 理 14 知 Cot 一 pi gn), RE o, 
是 # 的 标准 分 解 式 中 ヵ 的 方 次 数 . 由 于 py 一 pr^ 是 偶数 ， 
所 以 ゅ て? 是 偶数 。 因而 由 wC の 1(z 一 1) 可 知 ヵ 是 奇数 . 
假设 n 一 pups Dus Pis の > うっ Pm 方 不同 的 奇 素数 , H 
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(gn)|G@@ — 1) 及 C9 — p97)|]pC), 1 iem, 得 到 
Cp? — pu) |Cenpz- -- pom — 1). 

所 以 

pir | Cipi — 1). 
由 于 plena pan, WD pnt. 于 是 e= 1, 1< 
¿=< m, BÀ n = 页 ip. 
这 时 | 
- pn) = (p, — Dp — D, — 1), ` 
| o(n) = Cp, + (あす 12: - Cos + 1), 
HT b; bs: Ps BEDRI 2 | Ce; 一 12, 2 |(p; + D 
¿= 1,2, m, FARE | 

2"|g(2), 27 jo( ぁ )。 ーー 
由 @Cz)I〈 ぁ ーー 1) 和 G + 1)]o ヵ ) 可 知 n= 2k 1 县 
2” Kr  1)|aC2), 但 是 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 当 m 之 2 时 ， 
27 €n-F 1220€ n piis ^i pa 时 ), 因 此 m 一 1,n 基 素 数 。 


第 七 章 | | | 
1. G) 证: Min TAF に 2ー ニー ュー2・3。 故 


命题 成 立 。 设 & 是 > 2 的 整数 ,假设 命题 对 于 a= k— 1 R 


立 , 即 假定 - 
1・2 十 2・3 十 ・ ck GO — DE 


ー テ (%ーD・ k ` @& + 1), 


则 当 n = kk}, を 
1.2 十 2.3 十 3.4 十 ， +G — 1: k+iG +T 


LI A-D ERDHEN 
_ 工人 一 站 十 
ye D+ | 
Om AGE 1) + 2). MEI 
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EN 
所 以 ”为 任意 正 整数 时 命题 成 立 . mE 
(GO dE M oci = (222, acm. 设 
《是 > 2 的 整数 ,假设 命题 对 于 ”一 不 一 1 成 立即 假定 
+2 キー キト 一 1 [4 — HJ 


PETERS 《时 :由 轨 纳 法 的 假定 
ポキ 2 の 2 キー・ー キ スーツ 十 だ 


a 
PET £ um - = > A. — — 
———— ma 


”所 以 4 为 任意 正 整数 时 命题 成 立 。 
证: 设 Ko) 一 ao 十 Ce 二 Dor S n= 0 Bj 
KO — e t a+ 1， 故 命题 成 立 ， 假 设 命题 对 于 "一 《一 1 


“成 立 , 即 假定 《a? 十 a 十 1)|fCk D, RISE s= k 时， 


(A= ta a wn. 
= a -ah + (a + 1232 Ca + 12281 
= n ° a*t + cra + 1)Ça + 1" -F a(a 4 yk 
= glatt + (a + 1*1] + Ca? + a + LCa + 122721 

m = ak — 1) + (a + a + Yo DD, | 
由 归纳 法 的 假定 C a + 1) |C — 12: 所 以 由 上 式 可 知 

(2? + a + 191 KD. 命题 得 证 ， 
O REO 


(225 ea, < atati tss, (1) 


- 


这 里 ais Q2. * * `. an 是 非 负 实数 ， ーー 
证 : 当 = 1 时 ,由 a = ai» 命题 成 立 . 叉 若 a 。 an't’, 
中 有 一 个 等 于 0。 命题 显然 也 成 立 ,因此 可 以 假设 
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< "Qo 
E a = ay 则 所 有 的 aG = 1, 2、…・。 n) 都 相等 ,容易 验证 
命题 也 成 立 ， 所 以 可 以 进一步 伪 设 a 之 4a。 假设 2 一 人 一 1 
时 命题 成 立 , 即 假定 ーー 

Caa- ap <ç Ea ovt F a=, (3) 


ん 一 1 
则 当 n= kb} 
a Hate ta 
k 
ú (k — 10-2 ta ュー F 24 + ak 
=— y 
a F aat oe + aaa a + az 十 -十 aa 
_ ` pi 0^ 4 一 1 _ 
& 
| 2 tad: +a 
ebat bag gp し メー! / . 
Rl + | 
(4) 
由 假设 a < an n = k EOD 式 可 知 
atat: D < A Da uy 
《一 々 一 1 
所 以 (4) 式 右 端 两 项 均 大 于 零 ,将 (4) 式 两 边 乘 广 k (22) 


次 ,并 且 利 用 不 等 式 

(a + b)* > ak + katu (£292, a> 0, b 290) 
《这 个 不 等 式 用 数学 归纳 法 很 容易 加 以 证 明 ), 得 到 

(2 Hate 2 >(2 + a; + +> Ea)! 


k k—i 
ng 22 
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a a, 十 .十 akm 
(と だ さす ) 
X 1 y n v  -p 
ヽ ん 


ーー a, t a+. 十 ag io 
= w dk. 


由 归纳 法 的 假定 (3) 式 可 知 上 式 右 端 > aar -ar 所 以 ， 


(aa A RS 2 Pa ba 
. : E. * 


命题 得 证 . 
2. Ci) 解 : 
13 13 13 | 2 
o 11 11 
一 3 十 一 上 -一 3 十 一 + 
| 1 1 
ニニ 5 + 二 
2 - 2 
= [3。 1, 5, 2]. 
Gi) E: 
25 5 25 
22 | 
一 一 3 十 一 上 一 一 一 3 十 一 
”1 十 之 1 十 L 
22 22 
3 
= EE! = | 
= 一 3 + -一 = [—3, 1,7, 3]. 
o ipl 
7 十 工 
3 
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meu 
Li į 


3.8: 因为 6 < /A1-— 7, 所 以 
va 6t (41 — 6) m 6 +—1 — 


- 41 一 6 
1 
一 6 十 一 一 
A/ 41 + 6 
5 
41 + 6 > 
を アホ ムリ < , 所 以 有 ! 
M/41 + 6 V41 一 4 1 
5 — 5 ctv ` 
M/ 41 — 4 
-24—- 
41 + 4 
5 . 
41 + 4 
41 4-4 41 一 6 1 
5 7 5 。 T 5 
M41 — 6 
v+ 1 | 
A/41 + 6 


又 12 < ヅ 41 + 6<13, 所 以 
41 + 6 = 12 + (Q/41 — 6) 


1 1 
= 12 + -一 一 一 一 一 12 十 一 一 ° 
_1 MAG - 

Mal — 6 5 


coo 最 后 的 分 式 与 前 面 第 一 个 式 子 中 的 最 后 分 式 相同 。 所 以 就 得 C7 
. MEN ー 。153 ・- 


8] / 41 的 循环 连 分 数 表示 式 ， 
V/A -64 -1 
2 + 一 ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
LEE 


— [6,2, 2, 12]. 


的 最初 ル 伯 近 分 数 

P = 6 £ = 13 =s 6 5, 
qı q; 2 f 
P =32 64, Pe = 327 6403225... 
qs 5 q4 62 : . 
Ps = 826 — ç 403100. - 
qs 129 
bs — 2049 _ ç 403125... .. 

. de / 32 | 

”由 引 理 5 可 知 - 


6.403100 < 4/41 < 6.403125, 
4, DESEE 1 得 到 | 
Bl3,h.23X7-*1 
qı 1? q» 7 
- T = — 3.14285714- 
7 
22X15 十 3_ 333 
^X 7Xx1541 106 
pr — 333 X 1-- 22 _ 355 _ 
‘gq 106 メ 1 十 7 113 


= 3.141509433・・ 
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3.141592920・・・。 


ps — 355 X 292 + 333 
qs 113 X 292 + 106 
_ 103993 
33102 

ps _ 103993 x 1 + 355 
qs 33102 X 1 + 113 


= 3.141592653011・・。 


= 104348 L 2 141592653921・・・。 
33215 | 


py 104348 x 1 + 103993 
4; 33215 X 1 + 33102 


= 208341 L 3 14159265346... 
66317 


所 以 | mM 
. 8.1415926534 < x < 3.1415926540, 


5. iE: 因 — = P5, 由 引 理 2 得 
lb] <“ 
f afge 一 | | p. == (DAL 
等 式 两 边 各 莱 以 ( 一 Dte, 得 | | 
aL C — Dea] + ]5]EC— Dtiepia] = c, 
RN | 


aC Deal + PLC Deep T = c 


所 以 (xos yo) 是 一 组 整数 解 。 
6.G) f 把 五 化 成 连 分 数 ,得 


l 1 十 一 一 一 
ES 
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一 二 ”一 一 一 


ag の ^4 6X1+1 7° 
[n7 D! X 8 X 7 == 56, 
y, = (— 1) X 8 x 20 = — 160 
是 一 组 特殊 解 . 由 第 三 章 定 理 一 , 它 的 一 般 解 是 
Ñ = 56 — 157, 
y = — 160 + 43, 


G z= 0, +1, 土 2。…・) 


Gi) fe. 把 I 化 成 连 分 数 得 


10. 1 | 
37 3p 1 .. 
~ 1 + — 
- 24d 
因此 | 
0 1 
= 5, bL £2 = +. 
f a 1 の 3° 


q 2X4 十 3 1 

3※3 十 1 10 

| 4 3Xll-F4 37^ 
_ 所以 B | 

x = (— IP Xx 3 x 11 = — 33, 

il ーー xs ューー。 

是 一 组 整数 解 。 它 的 一 般 解 是 
f+ 


. | 1 一 0 
y = — 9 + 107, C >: 


H- 
i+ 
D 
V 


1156» 


一 


7.) WE: i n = 2m + c < <, ju. 


xH-Ei-z 


+ Qm tem + c + 1) — + Qn + e) 


" [(2m + cy + Qm + c) — 2€m + e)] 


ョ ーーー 
= 


4 (4m? + 4mc + c! — c) 


= m? - mc, 
一 步 是 由 于 cz 一 又 
の EE 
(c m! + me, | 
Gi) 证 ; 设 n= 3m +c, c«2, HJ 
n : 3m-4c 3m+e 
n: 3m | 


Cacao aen +e+1) 


ーッ は す 3ー4 


ー ュ (Ge Y + (m + c)) — m — À 
1 
6 


| = (9m? + 6mc — 3m + e* + c — 6Aj, 
这 里 
0, c0, 
1 
AS 3? e = 1, 
i, <= 2. 
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ez —1 | 一 [Sr + On + m te=) 


p 
(3m + 2 一 (3m + o 


円 に tne te 


sn te D+ | 
BT 与 3m + 2c—] 必 为 一 奇 、 一 偶 。 HT (3m 十 2c —1) 


Xe. m デー と 1， 所 以 
"m = Z (3m + 2e — D. 


6 
Gü) 证 : 设 #= am + c, 0=< ¿< a, 则 | ` 


55-34-30 


k=1 Lf. k=1 4 k=1 “a 


= - (am t c)(am + c + 1) — L ma — Da 
2a | | ーー 2a | 


"n — 1 ¿Cc + 1) | 
2。 


| = » [Cam + c)! + Cam + c) — ma(a — 1) ` 
— elce + 15] 
= > {Cam + 2 + 2am — ma! — cl) 


- 


= 7; {Cam + c): + amQ — a) — e) 
= = {C2am + 2c) + 4am( — a) 一 4ctt 
= = {[ C2am 十 2c) + (2 a)’ 
| — 4c(2 — a) — (2 — a) 一 4c!j 
一 > (Qs +2 — a} — e + 2 — ay). 


因此 


由 于 E x 
(2c + 2—ay sx {[2la — 1) + 2 — a 
= a? 8a, | i 
Set? 一 a” «1 
| a | 
而 | 
ー >| 
是 整数 , 故 ， ーー | 
Qs 
2. H f | E 8a — |. . 
Jx b= 2 — a 就 得 到 了 证 明 . 


8. 证: WE ea D. É n= P + N 
0<!<G+12— = 2k + 1, 所 以 | 
| B は ー 


Van Ta — VA c AL 2 
<V Ë+ 8sk-+ 2 «10 t D, 
显然 V An L 2 > 2k, 因此 
24 « [V in 4-2] & 2 t 1, 
X 4nd 22»2k 4-1, Wi 
I VR VR 
BI 
| 4 +22>4k-+1, 42>4k—1, 7 
由 于 是 整 数 。 因 此 ? > L. 
BEA I 
_— > k, 
tne. k 


2ks 7 で ん 。 
mick, 
[Vrs In 1b e IN +k—1 ob RE +k] 
; Jaag 
«esc i 2k + 1, 
显然 
| | [Vn + n 4-1] Z2 2k, 
”所 以 1< 时 ， mE 
ü [Vs +n + 11 = 2k. 
# I> k, W | | 
[Vs 5-112 I ERE PE k+11 
テ 2 ぇ 十 1. | 
末 一 步 是 由 于 
| EFE + VETERI 


_。160・ 


= 2E + 2k + 1-2 8 + OCC Ek + 1) 
> 2k + 2k + 1 + 2(& + É) | 
| = QR + 12. 
- 又 由 n< QD? 可 知 | 
ーー [V n + A n + 11< 24 1, 
< RB | 
[V n + n4 1] 92k + 1, >k, 
由 以 上 结果 就 证 明了 f 
[Vn tan + 11= IN 4n t 21. 


9. 证 : | 
PUS SP ESE) 


ーー ます ye リー に + | 
x — nx -i- > Ë + k]. 


由 例 22 得 


SA... RY =... (ュー ュー 
2 Í (s + <) == nx — [nz] テー fCnx), 
10. 证 : 设 n = phpp i pon, I 
由 引 理 6 知 | | 
ln = Ca + DXo, + Dan + 1), 
车 Cr 是 奇数 , 则 必须 所 有 o, 《1 < ; < m) 为 偶数 ， 
。16t ° 


¿ 


o; = 20;, 1 < ; < m; 


则 
n = (ppt «pir. 
”所 以 w 是 平方 数 . 
,反之 者 n EFA, 设 n= 265 zo 是 整数 , 则 
- = pepi. «e pip? 


所 以 2]o;, PPP 即 所 有 的 e; 十 1 是 奇数 ,因此 ius 
是 奇数 。 

11. 证 : HE «ppp. i m= l, WJ a= ph, 
它 的 所 有 因数 是 1. p.t. Pr 因此 


I i= IL ei pi = EU 1+1) x (pg dto = po72 


rlz f 
”所 以 m = 1 时 命题 成 立 ， 现 假设 命题 在 m — k — 1 时 成 立 ， 
即 假设 m = pipi epus 时 有 


II z = Ne, 


' l yin, : 
则 当 m — k BF, n = pipt pem np, CHRR m 的 上 
因数 和 p 的 因数 的 乘积 ， 所 以 由 归纳 法 的 假定 得 。 
IE HL IL is ILI e" 
2. i. Fm hip, uL リル - 


Latet un . po Sa 


= fap yt "v 
因 (ns p) = 1, 由 引 再 7 得 8 G) = dtp; う 。 所 以 
II t= nton, 


tls 
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. 12. 证 ; 由 Ce) 的 定义 可 得 。 
un = 人 sn 不 会 平方 因子， 
当 ， 不 含 平方 因子 时 p2 の = uC 一 1. AEYN 
TH, i n = nm, n > 1, ぁ 不 会 平方 因子 。 jj 
> ulad) = > g(2) = 0, 
d'la dz, | 
“13. 证 :由 假设 条 件 | E 
> F(Z) = 310 DK 
iis | | 


= > の の = > (ODJ uld), 
. cdin cim JE 


而 
ー 、 1。 当 c = n, 
DDL xewy, 
所 以 
> F (7) (2) = io 
用 类 似 的 方法 可 证 明 其 逆 亦 成 立 . | 
. i 14. b n = pipi. uu 4 
` Gi) WE: | 
I | > pld) = pC) + plp.) + PD 4 + :- ° + pR) 
dip, x f . 
—14p,—1) + (e — p.) t+ 
| | + Cp — p?) p, 
所 以 - 
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$i eD- ラー $ed) 


din dr UA 
— > pCa.) 5 p Cd): ° ° >; C 
dilog! dip. aule, ^ 
= php * mn, 
NU HE: 上 题 中 取 f(4) = pld), Fl) =n, 出 由 上 大 
论 和 本 题 的 G) 就 得 到 了 证 明 . 


E" 证 ， 设 N 是 偶 完 全 数 ,可 写成 N = 2775, タン 1。 ち 
是 奇数 。 由 引 理 11 和 引 理 9 得 
oN) = o(2770o(5) = Q" 一 DeC. 
外 于 六 是 完全 数 ; 故 
|. e(N) = 2N = 222, 
所 以 


Bi 


2% = (2* 一 Delh). 


b. nol 
: の (の) 2" 
等 式 右边 是 既 约 分 数 ,因此 有 
b= (2? 一 De, ocC の = 2", c 是 整数 ， 
A c テ 1。 別 ぁ 的 因数 包含 1。2。 2^ — 1, c, 所 以 
| oD 21 b + 2 — 1 ¿= G° — De 2e 
= 2"(c + 1), | 
但 | 
olh) = 2"c < 2*(c + 1), 
， 因 而 产生 矛盾 ， 于 是 c= 1, 所 以 š = 2" — 1, 
| N = 2m2" — 1), olb = 2" 
. Bl oil, BE 27 — 1 不 是 素数 , 则 27 一 1 的 因 
数 除 了 2"-— 1 fil 外 ， 还 有 别 的 因数 存在 ， 则 必 有 oC2* 一 
”1 > 2"。 这 与 o(2* 一 1) = 2° 矛盾 。 所 以 2” 一 1 ERK. 


C aea ioo, (oa), so). (15, 1 
AUR UE. 
假若 对 角 线 上 有 整 

点 (二 坐标 都 是 整数 )， 


1 
则 由 比例 关系 得 到 ki Oa 


XER, Bolk 这 时 


点 在 长 方形 之 外 了 , 所 

以 长 方形 内 的 对 角 线 上 

无 整 点 ， 因 为 p 4 是 ,< 二 一 一 一 一 
奇数 。 AAT. っ 的 最 | ーー | 
大 整数 分 别 是 と ーー。 I, 所 以 长方形 内 的 整 点 总 数 是 


p—l. 2 一 | 
2 2 


$o-n 


M ERE 
| DE-DE 4 ZI 
对 角 线 上 的 三 角形 内 的 整 点 数 是 


Seg- ZE. 


所 以 | u NIE i 
E M E! n =E t> 
"TL 
1. Ci). 解 : 


— 4x + Byi + 7 =2z — 3yi + 7, 
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移 項 | | 
— 6x + 1ly; = — 7 + 7i, 


”所 以 
| r=, y 
- 6 ` 11° 
Gi) 解 : 
| r + yí = V a + bš 
”两 边 平方 得 | 
x? — y? + 2xyi = a + bi, 
所 以 


p-r- a, て りう 

, 2xy = b, (2) 

将 两 式 分 别 平方 后 再 相 加 得 
C? pP 十 Achy? = 2 十 の 。 


即 | Gr + y)! = 2 + の 。 
Srey-VEXRE G 
H (1), G) AAH 

e= et t, pe t E=, 


所 以 
x = EE + É t z, y= :fe + の 一 4 
2 | 2 ° 


由 (2) 式 可 知 ,6 > 0 时 z, y IRIS, If ó < 0 bF, z, y RE 


= 


=, 
2. VE: HE z, = a+ bi, z;,= c + di, Wi 
Iz; — 2)! — (|z, | — lel Y 
= (a — cy + @ — ay — (at + É — Va + hy 
— 2( — ac — bd + V 2 + Ë, Ve + 22), 
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由 于 . | 
(a^ t EDCA + d?) — Cac + bd)! 
z(bc— ad) > 0 
所 以 | | 
Va Pad lac + bd, 
因此 得 到 | 
ja — 2 — zl — lebt 29, 
deu — ml > Hal — Jall. 
3. 解 : 设 4 是 27 的 立方 根 。 所 
の = 27 = 27e, , 
zka, 


~ | g = 3e? 。 
当天 取 所 有 整数 时 只 \ 有 三 个 不 同 的 根 | 
m = 3, œ= 3e 3 3 = 3( cos120° + ¿sin 120°), 


o = 3e = 3( cos 240? -+ isin 240°), 
4. (D 证 由 引 理 2 和 (24) 式 得 
e = (ey = (cosa + £ sin a> 
= cosa + 3 cos! a(i sina) + ScosaCi sina) +G ino 
= = (cos! a — 3cosasin! a) + i(3 co? asina 一 sin? a). 
而 由 定义 | 
の = cos3a + isin 3a, 
分 别 由 实 部 相等 和 庶 部 相等 得 到 
sin 3a = 3 cos! asina — sin'a 
= 3(1 一 sin2 o) sna — sin* a 
一 3sina 一 Asin? ta 
cos 3a = cos! a — 3cosa sin a 
= coa 一 3coso(1 一 cos! a) 


` = 4 cos! a 一 3cosa, 


. | | | ー 8167 


Gi) HE: 由 引 理 2 | 
et sa (e) == [( cosa + sina]? ー 
= (cos! w — sina + 2? sinacosa)! 
= (cos? — sin? a)! — 4sin*« cos? a 
+ 4i án ocosa(cos! a — sin? c) 
= cos! æ — 6sin'a cos!a + sinta 
| + i(4sinacos! a 一 4sin? acosa), 
而 
e^ za cos 4a + ¿sin 4a, 


上 上 两 式 的 实 部 和 上 部 分 别 相等 就 得 到 了 证 明 ， 
Qi) 证 : 由 定义 | 


e? = cosa + ising, 
emit == cos ( — a) + isin(— o) 
` = cosa — ¿sin a, 
所 以 
ci? 十 ei^ 
cosg = ——ÑnO 


2 


"ela + e he 4 
CDS ga = — N 


= T lC 十 eie 
= 1 [ers 十 ela + 21: 
16 


am っ [Cere + ei + 4(e8 4- e) + 4] 


Aia Qu j Ja -—32ia 
= 1 L| es a ETT yh J 
8 2 | 2 


= " ( cos4a + 4cos2 + 3). 
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(v) WE. EH Cu 类 似 地 可 得 到 
。 fa |. e 
sina = 一 一 一 一 


21 
所 以 
- sinta a (= 一 ) 
21 | 


LI e? — 3Ce (ee) + 3e7e(e プ の メー(e の の E 
(2i) 
— _ 1 (= 一 e? —3 ei? 一 2 
2i 21 


= — ” C sin 3a — 3 sin o), 


5.G) WE: 由 (19) 式 中 取 8 一 “以 及 由 (20) 式 得 
COS 2& = cos? z — sin2 o = 1 — 2sin'a, 


所 以 | 
。 っ -1 一 cos2c 
sin? & = 2— —————. 
2 
同样 
sin? 2g = 1 — cos te ~ 


2 
. | sin? 3a = 1 一 cos bo 
-各 式 相 加 得 
ar ka = eke — cos 2《g | -iXese 
2 kei 
E C39) XH CO = 2a 18. 


S cos 2h == RRC sos s Cn + De; 
k=1 sina . 


所 以 
4169 € | 


` n f 
. sin? ka = 1 ; 一 since os (n -F De] 
k=1 ` 2 sin G 


—— 


n — -—— Í sin (2n + 19a — cosna sin (n + Da] 
sina | 


[ sin (22 + 12a 


sin & 
一 cosno( sin naicoso 十 sinacostic) 1} 


= fn — 1. Ë (2n + De 一 l sin 2zccos 
| 2 sina 2 


。 _ cos2na 十 il: 
wasi ona — 2 


sin G 


-ib- 1 [zs Qa + Da Z sina] 
| i 2 2 


=— . [Qn + sina — sin n (2n + ljal, 
4 sin g 


Gi) 证 : 由 第 4 Eo 得 


` cosig 一 ” G cos & + cos os 3a), 


将 。 换 成 ka 就 得 到 - 
| cos! ka 一 > (3cos ka + cos 3 ん cg)。 


对 k=l, Z, n 求 和 得 
> cos ka = 一 Ł | Sheasta + X cos ate]. 
H (39) 式 得 到 


や ws TI NOS 
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ETE DET: 


. 3na 
EE sin 
> cos 3o = 一 一 全 _cos SG + De 
Ri * 3 2 
2 . 
所 以 . . 
i 3 na 
n sin — 
3 cos Í = エーー を oo | G + De + l)e 
k= | 4t int 2 
ーー 2 
ーー | " 2 cos 37 + De]. 
Z . 30 2 
sin — 
2 


6. 证 : 
1 + sinô + ¿cos 0 | 
1 + sinf — ¿cos? 
— G + sin 0 + icos 0)? I 
(1 + sin 022 + cos2 0 | 
_ G + sin 0)! 一 cos! 0 + 2i(1 + sin9)cos の - 
1 + 2 sin @ + sin? 0 + cos! 0 : 
| = 1+2 sin 0 十 sin26 一 C1 — sin?0) +2:(1 + sin 9) cos8 
| 2C1 + sin 0) ーー 
| ーー — 2sin6(1 + sin0) + i201 + mm の css6 
2(1 + sin 0) 


`= sin の + š cos 0, 


在 上 式 中 取 =, 8 


x x 
1 + dnbie 
= 


= sin + ¿cos =. 
1 + sin“ — i cos 3 ? 
5 ($9 
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两 边 取 五 次 方 , 并 由 本 章 例 8 得 


zt TS 
+ sinc +icos Ç) 


5 


. 5 
= (sin + ¿ cos I) 
(1 + sin 一 — ¿cos £) う 5 
5 5 


= 25( 7-5) = eT 


3 .,.. 3 
== cos— m + z sin — r = — i, 
: 2 


所 以 
5 I 5 
(1 + sin — 十 icos z) + if 十 sin — — ¿cos z) 
5 5 . 5 5 
= 0. 


7. 解 : 作 复数 A, + iB, 
4, T iB, = 1 + r(ess0 + isin0) + iG 


+ í sin 20) + - 
+ z”1[ cos @ — 120 + isin Ca 一 150] 
E = | + re! + reih 4... + paie anme 
Q z 一 +e”, 并 由 引 理 3 得 | 
A, + iB,= 1 + z + z + came LE 


# 


#Hr 


1 一 y noing . 0 — rreine) (1 — re?) 
1 — re" (1 — re'€)0(1 — re7?) 
] — re 19 — pen 十 ,n+rel(n—)9 
1— re? + 95 十 7 
1 — r cos Ü — r?^cosnÜO + rticos (n — 130 
1 — 2r cos + r? 


= 


-q t sin Ü — r" sin n@ + r?11 sin (n 一 120, 
|| 1—2rcos0 + r? 


比较 实数 部 分 和 虚数 部 分 可 得 
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~- 1 一 ヶ cos9 一 +*cosn0 + Teostg 一 9 
1 — 2rcos0 + r? 


B — r sin @ — r" sin n0 + r"tlsin (n 一 16 
E ° 1—2rcos + r° — 
- 8. 证 : 在 上 一 题 中 取 + = cos 0, 由 于 gs mz 所 以 | | < 


> 4 n> o kt, r'—0, が か — 0, 因此 z" cos 06 — 0, 
< r"''cos(s 一 1)0 一 0， 由 上 题 的 结果 , 当 n — oo 时 
— ane? 
A, = 1 一 cos? 0 


i 1 — 3cos 0 + cost 
而 由 4 的 定义 , 当 # 一 oo 时 
A, = 1 + > r*cos k0 = 1 + > cost 0cos k0, 
EET k21 
所 以 
>; cost 0 cos £Ü = 0, 
k=1 
若 cos0 > 0， 则 上 式 两 边 同 除 以 cos6, 得 到 
S cost?! O cos A = 0, 
k=] f 
| 若 cos0 = 0, 则 由 于 
. est ! O cos KO 


由 每 项 都 有 因子 cos の 。 所 以 每 项 都 是 0. 结果 显然 成 立 ， 
^. | 9. 证 : | 
| 左边 二 > [ cos(4& — 3a 十 sin " — 1»5«] 
= cs (4& + Do 十 > sin (4& 十 sya. 
在 (37) 式 中 人 0 = x, p = 4a, 得 | 
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EN 


Se + Da = -singne (s — lo, 
Q 
在 (38) Ama 9 = 3a, p = 4a, 得 


b (4& + 3)e = EEL sin C27 十 De 
sin 2c 


而 上 两 式 成 立 的 条 件 (E) 50 相当 于 ex, 
所 以 `> | | 
cos o + sin 3c + cos5a + sin 7e 十 …・ 十 sin (án — lje 


= Sinne [ cos (2n 一 19a. + sin (2a + Del 
sin 20 , 


sin 2n0 。 。 
一 一 -一 一 [ cos 2na cosa + sin 2na sin o 
sin 2 . ' i Us 


+ sin 2ne cosa + cos22e sinc] 
= Sn2ne 


Ccos2zo + sin no) Ccosa + sino), 
sin 20 


10. E: [2] 一。 时 显然 成 立 . i lxo 时 由 (40X42) 得 


"sina + sin 3a +- v4 sin (22 一 Lo 
sin ge . ` 

= ーーーー sin na, 
sino 
- ` 
cosa + cos3g + …・ 十 cos(2 ヶ 一 De 
` sin na | 

= — cos na 


+ 


sing 
两 式 相 除 就 得 到 


gny = Sina + sin 3a ++: + sinC2a — 12a. 
.cosæ + cos3a + …・ 十 cos(22 — Da ° 


H. 证 明 : Wm = pupie sop, ms 一 pY，1<sn， 定义 
M; = ー .又 设 &, $5; `` EL 分 别 通过 与 模 zm,， #H;s ° ° -My HL 
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KOMAR HAERSMA EM +M +-+ EM 
通过 与 模 m 互 素 的 剩余 系 ,所 以 
D {Ati ie] 


s Uh m». 


[£M + 5M; 


"m 


REM, _ iE 
-zü 
D emih = $e EE ] — = Z £j | 
i 
-r en yon 2. ey utto). 


fs 


| 苦み 不 人 有 平 方 因子 。 «ls 1 < s < n. 


Exc = や E = » eu 一 1 一 一 1， 
dn Nn 
所 以 
| 2; ens = c, 


若 み 含有 平方 因子 。 Pon o> 1, ZNS m, = pum’, | 
在 1, 2。…・。 pH 中 只 VE kp. k = 1,2,- OA SARE B 


素 , 所 以 由 引 理 5 | 
と " 
>; ii (i 1 = E e — > LE 
Ee El ` , 
. ! pie | 
= ぶ etri yas — > m = 0. 
: &,=1 k=1 n 
因此 由 aC) 的 定义 得 到 


pm) PD) en, 
- . "E 


12. 证 : 由 于 (24, m) = 1, 由 第 四 章 引 理 12 知 同 余 式 
24x m a (mod mYÉE MEX ,所 以 ， | 
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m-—1 ED RN" m-1 E 
Ax ds Ax +2 £ x" 
> ) rod = > ) e dx dot 
多 一目 x= Ü 
m—1 z z 
m +A x 1,42 
= > e?” 一 zri —— 
x = Ü l 
m-—1 1 m+ z! 一 z 
, 
= > Qui Satz = | > e 
x= Ü | EL 
m—1 Ax fH-- xf —1 4x 
= > | eiim" + > et T 
€x, X cR 
m-i x ャ アー1 x 
= > enim + enm 
xc, z=0 
m—1 : 21 
dx 
= > e 而 = SCA, m). 
r= 


H GA, m) = 1 可 知 是 奇数 。 因而 由 引 理 9 可知 
SCA, mm. 


13. WS | 
" s "m ams? 。 
S( み 7 が 。 の Ce m) = (> EE >) (3 e m y 
x'- 
^ m-in-i , mar r - 
= e g z? + し zi ) 
r= -0 x/=0 c . : - 
3 $e mm em zm 
= msi 


xcd x'cü 


由 第 五 章 习 题 1 可 知 当 x. x' 分 别 通 过 模 m, m 的 完全 剩余 
AA], N = m z 十 wx” 就 通过 模 mm “的 完全 剩余 系 , 且 

nN? = n(m'x + mx y = nm? + m id (mod mm), 
A E 


mra 一 】 


S(nm', | m)SCnm , m) = > e AE, 
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ーー 


、 eju 


HB 


= . S(n, mm’). 


14. G2 证 : | | 
C aC T 。 axi erm 
m)C, (m) = 5E e 8 eq 
"m 

= > > aim (Ë +” 
ñ A 

ーー ジア" 
な A 


由 第 五 章 习 题 7 可 知 当 4。 が 分 别 通过 与 模 4, 9 互 素 的 剩余 
系 時 。 N 一 hg’ + q 通过 与 模 qa 互 素 的 剩余 系 , 所 以 


(CQ) C Cm) = 之 en 


= C gqr Cm). 
Gi) WE: 由 定义 7 
> C (m) = =. >; > ent 


dla k 
= > > eri tge = 
diq 


这 里 q = dd, k MISR ga 互 素 的 剩余 系 . 上 式 右 边 的 项 数 
总 共有 D pC4) = q 项 (第 七 章 14 题 ), 设 4 一 kd =k. 
dig I 


下 面 证 明 这 4 项 中 的 对 模 9 两 两 不 同 余 . WU 


h = (mod 4), 


du. 
n ^ g mod q>, 
所 以 M | | 
kid, = kod, (mod d, d;). f 
由 于 e | 
(5. d) = 1 。 (の ) = l, | 
因而 有 - | | 


0 91779. 


。 d = d, Rh =. h = hz 
因此 4 通过 模 q 的 完全 剩余 系 . 所 以 ”| 
>) cim = > en = CA), 


dig 

由 引 理 18 得 到 
| _ や sn q, 当 qlm; 
が の 2i lo 当 qim. 


由 上 协 二 式 及 第 七 章 13 题 立即 得 到 
cm) = >) ze の) (z) 


=> (S) 


f gla 
q 
= ($a. 
>. d 


ど «(D = uq). 
E 于 是 得 到 了 11 题 的 又 一 证 明 . 


当 w 二 1 时 得 到 


勘误 (第 1 册 ) 


na 


71 … 硬 币 共 十 枚 ， 付 给 | … 硬 币 共 十 枚 ,币值 
一 角 八 分 钱 ， 共 一 角 八 分 钱 ， 
110 | 倒 16 | 27x5 一 1)C27* 二 1 = 27x 5—59(27) 1 = 


(1-27 x 5027 + 1— 


| (LE 27x 5)C27* 二 1 一 
| (27) = 


(5x2? = 


.178 | 


